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Proélogo

.Donde se aplican las extensiones de Ore y el algebra homolégica? Una posibilidad
es en analisis algebraico: el andlisis algebraico estudia sistemas lineales funcionales
(SLF) de ecuaciones diferenciales ordinarias o parciales, ecuaciones en diferencias,
ecuaciones diferenciales con retardo, etc., por medio de técnicas del algebra ho-
molodgica, a través de médulos de presentacion finita sobre anillos no conmutativos
de tipo polinomial, tales como anillos de operadores diferenciales, anillos de poli-
nomios con retardo, anillos de polinomios torcidos iterados, extensiones de Ore, o
de manera mas general, dominios. Los origenes del analisis algebraico se remontan
a los trabajos de B. Malgrange ([24]), V. Palamodov ([28]), M. Sato ([37]), y més
recientemente, a los trabajos de U. Oberst ([26]), M. Fliess ([9], [10]), J. Pommaret,
A. Quadrat y D. Robertz ([6], [29], [30], [33], [34]) y M. Kashiwara ([14]).

Una de las principales ideas de los métodos homoldgicos del analisis algebraico es
asociar a un SLF', Ry = 0, donde R € D?*P es una matriz de tamano ¢ x p con en-
tradas en un anillo D, el D-mddulo de presentacion finita M := D*?/(D'4R), con
D™ MR :={AR|\ € D'} el D-médulo generado por las filas de R. Las propiedades
del sistema lineal se estudian entonces a través de propiedades homolégicas del
modulo M.

Veamos un ejemplo. Consideremos el sistema de ecuaciones de un fluido en un
tanque las cuales satisfacen las ecuaciones de Saint-Venant sujetas a un movimiento
unidimensional horizontal (modelo linealizado, véanse [6], [7] y [34]):

y1(t — 2h) + ya(t) — 2a(t — h) =0,
y1(t) + yo(t — 2h) — 2a(t — h) = 0.
El sistema anterior se puede interpretar algebraicamente como un sistema lineal

funcional (SLF):
Ry=20

sobre el dlgebra de Ore de los operadores diferenciales con retardo con coeficientes
en Q[t], Dy, := Q[t][0y; %][82; onl, con

R.— {a; 1 —20,0,

2x3 o 3

il
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donde F es un Dj;-médulo de funciones en el cual

O y(t) :=y(t), - y(t) ==yt —h).

Dy, es un anillo no conmutativo de tipo polinomial en dos variables 0, 0 con coefi-
cientes en el anillo habitual de polinomios Q[t], sujeto a las siguientes reglas:

0105 = 0,01, O1p(t) = p(t)01 + p(t), Oap(t) = p(t — h).
La matriz R define un Dj-médulo izquierdo M de presentacion finita:
D}*2 B, plxs T ar 0,

con

R([a b]):=]a b Ry M :=coker(.R) = D,;”*/Im(.R).
Aplicamos Homp, ( ,F) y obtenemos la sucesién exacta de grupos abelianos

0 — Homp, (M,F) =, 3 B F2,
es decir,
Homp, (M, F) = ker(R.) = {y € F*|Ry = 0},

(isomorfismo conocido como el teorema de Malgrange, véase [24]). El estudio de
las propiedades del sistema Ry = 0, tales como ser autéonomo, controlable, parame-
trizable, etc. (véase [4]), pueden ser traducidas y estudiadas mediante propiedades
homoldgicas del médulo M y el grupo abeliano Homp, (M, F).

Asi, las propiedades estructurales de los SLF pueden ser descritas mediante
métodos constructivos homoldgico-matriciales, y su estudio constituye uno de los
objetivos centrales de la presente monografia. Para entender estos métodos, se
hace necesario conocer algunas propiedades bésicas de anillos, mddulos y dlgebra
homolégica. Entre estas propiedades se destacan el estudio de la condiciéon de cadena
ascendente para ideales, los médulos de presentacién finita, los médulos proyectivos
e inyectivos, los grupos Ezt y la dimension global. Estas propiedades han sido
estudiadas en [12], [25] y [36], y también pueden ser consultadas en [16], [17], [18],
[19], [20] y [21]. En esta monograffa asumiremos que el lector esta familiarizado con
fundamentos de anillos y mddulos, algebra homoldgica y algebra no conmutativa,
pero le sugerimos repasar estos tépicos en las fuentes indicadas anteriormente.

Hemos dividido el contenido en cuatro capitulos: en el primero presentamos y
damos suficientes ejemplos de extensiones de Ore ([27]). Ademads, definimos una
clase de anillos estrechamente relacionada y que generaliza una gama muy amplia
de extensiones de Ore, las llamadas extensiones de Poincaré-Birkhoff- Witt torci-
das (véase [11], [21] y [22]). Estas tltimas pueden ser fuente de inspiracién para
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el planteamiento de problemas abiertos y aplicaciones relacionadas con los resulta-
dos que presentemos en la monografia. Los temas de este capitulo inicial pueden
ser también consultados en [20], [21] y [25]. En el segundo capitulo repasaremos
algunos tépicos basicos de algebra homoldgica y definiremos los SLF'. Haremos una
introduccién al estudio algebraico de las principales propiedades estructurales de
los SLF' en las cuales intervienen herramientas homolégicas. En particular, pro-
baremos el teorema de Malgrange. El tercer capitulo estudia la descomposicion y
factorizacién de los SLF. Veremos la relacion entre propiedades homolégicas de
modulos y descomposiciones triangulares de SLF', y también, la relacion entre ma-
trices idempotentes y descomposiciones diagonales en bloques. En el dltimo capitulo
presentaremos los principales ingredientes de la teoria no conmutativa de las bases de
Grobner para las extensiones PBW torcidas y su aplicacién para realizar algunos de
los célculos involucrados en los resultados de los capitulos 2 y 3. La teoria general no
conmutativa de las bases de Grobner que presentaremos puede ser consultada en [21]
(para otros enfoques de la teorfa véase también [3], [15] y [23]). En la seccién final
ilustraremos con ejemplos concretos sobre dlgebras de Ore algunos de los resultados
haciendo uso de las bases de Grobner y de herramientas computacionales.

Todos los anillos involucrados en la presente monografia en general no son con-
mutativos y tienen elemento identidad; consideraremos médulos e ideales tanto a
derecha como a izquierda.

Key words and phrases. Anillos y médulos, extensiones de Ore, dlgebra homoldgica
constructiva, bases de Grobner, sistemas lineales funcionales, analisis algebraico.

2010 Mathematics Subject Classification. Primary: 16E05. Secondary: 16536,
16Z05.
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Capitulo 1

Extensiones de Ore

En este capitulo el propdsito central es presentar y dar suficientes ejemplos de ex-
tensiones de Ore. Todos los detalles y pruebas omitidas pueden ser consultadas en
[20]. Ademads, definiremos una clase de anillos estrechamente relacionada con las
extensiones de Ore, las llamadas extensiones de Poincaré-Birkhoff- Witt torcidas
(véase [11], [21] y [22]).

1.1 Anillos de polinomios torcidos

Una clase importante de anillos no conmutativos de tipo polinomial es la coleccion
de los anillos de polinomios torcidos. Presentamos a continuacién una forma
de construir tales anillos.

Sea A un anillo, los anillos de polinomios torcidos pueden ser vistos como anillos
de polinomios sobre A en una indeterminada x con la propiedad que esta indeter-
minada no necesariamente conmuta con los elementos de A. Se quiere construir un
anillo A" que cumpla las siguientes condiciones:

(cl) A= A

(c2) Existe en A" un elemento x tal que A’ es un A-mddulo libre a izquierda con
base {2%}i>0, es decir, cada elemento de A’ se debe expresar unfvocamente
como una suma finita ) . a;2*, con a; € A.

(c3) xa € Az + A, es decir, za = o(a)r + 0(a), para algunos o(a),d(a) € A, con
a€ A

Puesto que un anillo se debe tener z(rs) = (xr)s, entonces

x(rs) =o(rs)x + 0(rs),
(xr)s =a(r)o(s)z + a(r)d(s) + 6(r)s.
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De acuerdo con las condiciones anteriores, o : A — A es necesariamente un en-
domorfismo de anillos, mientras que § : A —> A debe ser una o-derivacion; es
decir, ¢ debe satisfacer:

d(a+b) =6(a) + 6(b),
d(ab) =o(a)d(b) + d(a)b.

En particular, o(1) = 1y §(1) = 0. Asi, la condiciones (c1)-(c3) inducen la existencia
de un endomorfismo ¢ y una o-derivacién ¢ de tal forma que xa = o(a)x +0(a) para
cada a.

Reciprocamente, dados A un anillo, ¢ un endomorfismo sobre A y ¢ una o-
derivacién en A, presentaremos enseguida una forma de construir un anillo que
satisfaga las condiciones (c1)-(c3).

Sea B := Endy(AY), donde AN := T, A; es el producto de los grupos aditivos
A; = A. Asi, A — B, identificando cada elemento a € A con el homomorfismo ¢,,
donde ¢,((a;)) := (aa;). Definimos:

x: AN — AN
(a;) — (o(ai-1) + 6(a;))

con (a;) == (ag,ai,...,a;,...) € ANya_j:=0.

Denotemos con A[z; o, d] el subanillo de B generado por x y A (una copia iso-
morfa de A). Ahora, si a € A lo identificamos con el elemento ¢, € B, tenemos
que:

za = o(a)r + (a),

de manera que cada f € Afx;0,d] se puede expresar como f = Y "  a;x’. Notese
ademas que

n

£(1,0,0,...) =) a;2'(1,0,0,...) = (ag, a1, a2, ..., a,,0,0,...)

=0

de modo que la representacién de f € Alx;o,d] es tnica. Asi, hemos construido un
anillo que satisface las propiedades requeridas. El anillo Alx; o, ] también se conoce
en la literatura especializada como una extension de Ore de A.

Recordamos a continuacién algunas propiedades de los anillos de polinomios
torcidos (para las pruebas véase [20]).

(i) El grado de un polinomio f = Y  a;z' es definido como n si a, # 0, y se
denota por deg(f). Si a, # 0, entonces a,, se denomina el coeficiente principal
de f y escribimos lc(f) = ay; Im(f) := 2" es el monomio principal de f; el
término principal de f, denotado por lt(f), es a,x™. Ahora, si los coeficientes a;
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de f son todos nulos decimos que f es el polinomio nulo y escribimos f = 0. En
este caso definimos lc(0) := 0, Im(0) := 0 y [£(0) := 0. Se tiene entonces que

deg(f) >0,
deg(f + g) < max{deg(f), deg(g)},
deg(fg) < deg(f) + deg(g).

(ii) A estd sumergido en A[z; 0, d] mediante la aplicacién a — az®.

(iii) Sea (z} el ideal izquierdo de A[x;0,d] generado por z. Entonces se tiene
el isomorfismo de A-médulos izquierdos Alx;o,6]/{(x} = A. Ademads, si § = 0
entonces (z} es un ideal bilatero de A[x; o] y el isomorfismo descrito es entonces un
isomorfismo de anillos.

(iv) A partir de la regla de multiplicacién establecida en Alx;o,d] se puede
mostrar que

lt(ax"bx™) = ac™(b)z" ™™,

siempre y cuando ac™(b) # 0.

(v) Propiedad universal: sea B un anilloy f : A — B un homomorfismo
de anillos tal que existe y € B que satisface yf(a) = f(o(a))y + f(d(a)) para cada
a € A. Entonces, existe un tinico homomorfismo de anillos f : A[z;0,8] — B tal
que 7(1:) =y y el siguiente diagrama es conmutativo:

A —— Alz;0,0]

f

-l -

»

B

donde ¢ es la inclusién de A en Alx; 0, ).

El anillo de polinomios torcidos se puede también definir y construir disponiendo
los coeficientes de A por el lado derecho, de tal forma que la versién derecha de la
propiedad universal anterior también se cumple. Cuando o es un automorfismo se
tiene la siguiente propiedad.

Proposicién 1.1.1. Sea o un automorfismo y Alz;0,0] el anillo de polinomios
torcidos por el lado izquierdo. Entonces, el anillo de polinomios torcidos por el lado
derecho Aly;0=t, =607 es isomorfo a Alx;a,d).

Proposicién 1.1.2. Si A es un dominio (es decir, A no tiene divisores de cero) y
o es inyetivo, entonces Alz;o,0] es un dominio.
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Corolario 1.1.3. Bajo las condiciones de la proposicion anterior tenemos que

deg(fg) = deg(f) + deg(g),
para todo f,g € A—{0}.

Proposicién 1.1.4. Sea A un anillo de division. Entonces, Alx;o,0] es un dominio
euclidiano a izquierda. Si o es un automorfismo, entonces Alzx;o,d] es también un
dominio euclidiano a derecha.

Corolario 1.1.5. Sea A un anillo de division. Entonces, Alx;o, d] es un dominio
de ideales principales izquierdos. Si o es un automorfismo, entonces Alx;o,d] es
también un dominio de ideales principales derechos.

Corolario 1.1.6. Si A es un anillo de division, entonces Alz; o, §] es noetheriano
a izquierda. Si o es un automorfismo, Alx; o, §] es también noetheriano a derecha.

Teorema 1.1.7 (Teorema de la base de Hilbert). Si A es noetheriano a izquierda

(derecha) y o es un automorfismo, entonces Alx;o, d| es noetheriano a izquierda
(derecha).

Veremos enseguida algunos ejemplos notables de anillos de polinomios torcidos.

Ejemplo 1.1.8. Si 0 = i4 denotamos a Alz; o, d] simplemente como Alz;d]. Este
tipo de anillo se denomina anillo de polinomios de tipo derivacion. En este

caso, '
o /i o
az'br’ = a OF (b)Y Ik,
> ()0

Por otra parte, si § = 0, escribimos A[z; o], de manera que azr’bz? = ac’(b)z'.
Estos anillos se denominan anillos de polinomios de tipo endomorfismo.
Cuando § = 0y 0 = i tenemos que Alx;0,0] = Alz] es el anillo habitual de
polinomios.

Ejemplo 1.1.9. Polinomios con retardo. Sea K un cuerpo, h € Ky A = K|[t].
El anillo de polinomios con retardo, también denominado anillo de polinomios con
corrimiento, se define por

Sy, := K|[t][xn; o], donde oy (p(t)) := p(t — h).
Notemos que xpt = (t — h)x;, y para p(t),q(t) € K[t] se tiene:
p(t)ahq(t)r) = p(t)q(t —ih)x,.

Ejemplo 1.1.10. Algebras de Weyl. Consideremos nuevamente que K es un
cuerpo, A := K[t| y Alz;0,6], con o :=i4y 6 := %, es decir, tenemos la K-algebra
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A (K) = K[t][; 4].

1 ) dt
Se tiene entonces at = ta + 1, zp(t) = p(t)z + Lp(t), y en general,

pa'a(0e =p(0) 3 () e (111)
k=0

1.2 Extensiones de Ore

Podemos iterar la construccion del anillo de polinomios torcidos y obtener el anillo

de polinomios torcidos iterado Alxy;01,01]- - [xp;0n,0,], con o;,0; definidas
sobre el anillo A[zq;01,61] - [x;_1;0,-1,0;_1], es decir,
i, 0; : A[9€1; 01, 51] T [xifl; Oi—1, 51‘71] — A[ﬂh; 01, 51] T [951'71; Oi—1, 51‘71]-

Existen anillos y algebras que pueden ser descritos como un anillo de polinomios
torcidos iterado pero en los cuales se cumplen algunas condiciones especiales de
conmutatividad.

Definicién 1.2.1. Una extension de Ore de A es un anillo de polinomios torcidos
iterado Alzy;01,01] - [Tn; 00, 0n] que cumple las siguientes condiciones:

oi(xj) = x5, j <i, (1.2.1)
Si(z;) =0, j<i, (1.2.2)
o001 = 0104, 1 <i<mn, (1.2.3)
0;01 = 010;, 1 <i<mn, (1.2.4)

donde las dos ultimas igualdades se entienden que estan restringidas al anillo A.

Proposicién 1.2.2. Alzy;01,01] -« [xn; 00, 0,] es una extension de Ore de A si, y
solo si, se cumplen las siguientes condiciones:
Tix; = w1 < 1,5 <n,

Asi, 0; v 0; pueden ser asumidas como funciones de A en A, 0;,0; : A — A.
Notemos que un anillo de polinomios torcidos de una sola indeterminada es una
extension de Ore trivial.

(1.2.3) y (1.2.4) se cumplen no solo para j = 1 sino para cada j > 1, es decir, en
una extension de Ore se tienen las siguientes identidades:

oio; =0j0;, 1 <i,j7<n, (1.2.5)
O'Z‘(Sj = (SjO'i, 1< 7&] < n, (127)
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donde estas identidades se entienden que estén restringidas al dominio de la funcion
de indice menor (véase [20]).
Presentamos enseguida algunos ejemplos notables de extensiones de Ore.

Ejemplo 1.2.3. Algebras de Ore. Un algebra de Ore es una extension de Ore
en la cual el anillo de coeficientes es A := K|ty ..., t,], m > 0, donde K un anillo
conmutativo, y ademéas para cada 1 <1i < n, o;,9; son K-lineales. Observemos que
esto es equivalente a que 0;(k) = k, §;(k) = 0 para cada k € K; ademads, la extensién
de Ore es en efecto una K-algebra. Asi, un algebra de Ore es una extensién de la
forma

K[th s 7tm”x1;0-1751] e [an;On,5n], m Z 0.

El algebra S}, de los polinomios con retardo es un ejemplo de dlgebra de Ore con A =
K[t] y una sola variable xj,. Notemos que si interpretamos S;, como K |[t;i|[zn; on],
entonces S), es un anillo de polinomios torcidos iterado sobre K pero no es una
extension de Ore de K ya que tz), # xpt.

Ejemplo 1.2.4. Algebras de Weyl de n variables. Si A := Klty,...,t,] y
An(K) = A[l‘l, 51] s [l’n, 5n]7

con 0; = 8% para 1 < j < n, entonces A,(K) es un algebra de Ore. Notemos que
xit; = tjx; + 05, 1 < 4,57 <n, donde §;; =1sii=j,y0 en otros casos. En general
tenemos que z;p = px; +0p/0ot;, x;x;—xjx; =0, conp € K[ty,...,t,]y1<i,j<n.
Esta algebra también se conoce como el algebra de operadores diferenciales
parciales lineales. El dlgebra de Weyl A, (K) puede ser ampliada al dlgebra de
Weyl extendida B, (K) := K(t1,...,t,)[x1;61] - [xn;0s], con 6; = 9/0t;, para
1<i<n; (K(t,...,t,) es el cuerpo de fracciones de Klty,...,t,]).

Ejemplo 1.2.5. El dlgebra mizrta o dlgebra de operadores diferenciales
con retardo. Sean K un cuerpo y h € K, entonces el dlgebra mixta D) es una
algebra de Ore definida por

Dy, = Kt][z; %][mh; onl,
donde o}, es como en el ejemplo 1.1.9.

Ejemplo 1.2.6. El dlgebra de los sistemas lineales discretos multidimen-
stonales. Esta algebra de Ore es definida por

D = Klty,... ty][x1;00] -+ - [20; 00l
donde K es un cuerpo y

oi(p(tiy. .. tn)) = p(tr, .. tic b+ Ly, i t,), 1 <@ <.
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1.3 Extensiones PBW torcidas

Introducimos ahora una clase més amplia de anillos de tipo polinomial.

Definicion 1.3.1. Sean R y A dos anillos. Se dice que A es una extension PBW
(Poincaré-Birkhoff- Witt) de R si se cumplen las siguientes condiciones:

(i) RC A.

(ii) Ezisten en A elementos x4, ..., x, tales que A es un R-mddulo libre a izquierda
con base el conjunto Mon(A) de los monomios estdndar,

Mon(A) :={a* 2% | a:= (a1,...,q,) € N},
En tal caso se dice que A es un anillo de tipo polinomial a izquierda sobre
R con respecto a {x1,...,x,}.
(iii) Para cada1<i<nyré€ R,

x,r —ry; € R.

(iv) Para cualesquiera 1 <1, j <n,

rir; — v;x; € R+ Ry + -+ + Ry,

En tal caso se denota A := R{xy,...,z,).

Ejemplo 1.3.2. Sea R un anillo y A := R[xy;01,81] - [2,; 04, d,] una extension
de Ore de R. Decimos que A es una extension de Ore de tipo derivacion si
0; = iR, para cada 1 <4 < r. Notemos que estas extensiones son PBW . En efecto,
en este caso

xir —rx; = 0;(r), v,x; — vz, = 0.

En particular, cualquier algebra de Ore de tipo derivacion es una extension PBW
por ejemplo, las algebras de Weyl A, (K) y B, (K). Notemos también que el anillo
habitual de polinomios R[z1,...,x,] es una extensién de Ore de tipo derivacién.
Otro ejemplo notable de extensién PBW es el dlgebra envolvente de un algebra de
Lie de dimensién finita. Para su definicién y construccién completa véase [20].

Generalizamos a continuacion las extensiones PBW de tal forma que clases im-
portantes de extensiones de Ore y otras algebras queden incluidas (véase [11] y [22]).
La idea de presentar estos anillos no conmutativos mas generales es que sirvan de
motivacién para intentar extender los resultados de los préximos capitulos.
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Definicién 1.3.3. Sean R y A dos anillos. Se dice que A es una extension PBW
torcida de R (o una extension o-PBW de R ) si

(i) RC A.

(ii) Ewisten en A elementos x4, ..., x, tales que A es un R-mddulo libre a izquierda
con base el conjunto Mon(A) de los monomios estandar,

Mon(A) :={z{* - 2% | a:= (a1,...,q,) € N},
(iii) Para cada 1 <i<n yre R—{0} existe ¢c;, € R— {0} tal que

T — ¢iyx; € R. (1.3.1)

(iv) Para cualesquiera 1 < i, j < n, existe ¢;; € R — {0} tal que

TjT; — CijT;T5 € R+ Rxy+- -+ Rx,. (132)

En este caso escribimos A := o(R){(x1,...,Tp).

Proposicién 1.3.4. Sea A = o(R){(x1,...,x,) una extension PBW torcida de un
anillo R. Entonces, dado i € {1,...,n} existe un endomorfismo inyectivo o; y una
o;-derivacion §; de R tales que parar € R,

x;r = oi(r)x; + 6(r).
Dos clases importantes de extensiones PBW torcidas son las siguientes.
Definicién 1.3.5. Sea A una extension PBW torcida de R.

(a) A es cuasi-conmutativa si las condiciones (i) y (iv) de la definicion 1.3.3
son reemplazadas por:

(i73") Para cada 1 <i<nyr e R—{0} existe ¢c;, € R— {0} tal que
LT = iy T (1.3.3)
(iv") Para cualesquiera 1 <, j <n, existe ¢;; € R — {0} tal que
Tjli = CijTiZy. (134)

(b) A es biyectiva si o; es biyectiva para cada 1 < i < n, y ademds c¢;; es
invertible para cada 1 < 1,7 <n.

Los siguientes anillos son ejemplos de extensiones PBW torcidas.
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Ejemplo 1.3.6. (i) Cada extensiéon PBW es una extensién PBW torcida biyectiva
ya que en este caso 0; = ig para cada 1 <i<nyc¢; =1paracadal <i,j5 <n.
(ii) Cada anillo de polinomios torcidos Rx;c,d] de tipo inyectivo, es decir,
con o inyectivo, es una extensiéon PBW torcida. En tal caso tenemos R|x;0,d] =
o(R)(z). Si ademds § = 0, entonces la extension R|[x; o] es cuasi-conmutativa.
(iii) Sea R[z1;01,01] - - - [Tn; 00, 6,] un anillo de polinomios torcidos iterado
de tipo inyectivo, es decir, el cual cumple las siguientes condiciones:

para 1 <1 < n, 0; es inyectivo;
paracadar € Ry 1 <i<mn, o;(r),(r) € R;
para i < j, 0j(x;) = cx; + d, donde ¢,d € R y c tiene inverso a izquierda;
para i < j, 0;(z;) € R+ Rxy + - - + Ru;.

Entonces, R|xi;01,01] - [Tn;00,0,] es una extension PBW torcida. Bajo estas
condiciones tenemos que

R[l'l;glaél] e [1771;0-717571] = O’(R)<ZE17 cee ,ZL‘n>-

En particular, cualquier extensiéon de Ore R[zy;01,01] - [xn; 0n,0,] de tipo in-
yectivo, es decir, cuando o; es inyectivo para cada 1 < ¢ < n, es una extension
PBW torcida. En efecto, en las extensiones de Ore tenemos que para cada r € Ry
1 <i<mn,or),d(r) € R, ademés parai < j, 0(x;) = z; y §;(z;) = 0. Un ejemplo
concreto de extension de Ore de tipo inyectivo son las dlgebras de Ore de tipo
inyectivo, es decir, cuando R = K[ty,...,t,], m > 0, en tal caso tenemos

Klt1, ... twllx;01,01] - [Tn; 00, 0] = (K [t1, ..o tm]) (@1, o 20).

Algunos ejemplos de dlgebras de Ore de tipo inyectivo son los siguientes: el dlgebra
S de polinomios con retardo, el algebra de operadores diferenciales con retardo
Dy, y el algebra D de los sistemas lineales discretos multidimensionales. Estas tres
algebras son pues extensiones PBW torcidas; S, y D son cuasi-conmutativas y
biyectivas, Dy es biyectiva.

(iv) Andlogo aditivo del dlgebra de Weyl: sea K un cuerpo y considere-
mos la K-algebra A,(qi,...,q,) generada por zi,...,T,,Y1,...,Yn ¥ Sujeta a las
siguientes relaciones:

Tir = Ty, Yy = Yiyy, 1 <4,5 <n,
YiTi = TjYi, 1 F J,
vix; = iy + 1, 1 <@ <mn,
donde ¢; € K—{0}. Notemos que A, (q1,-..,q,) es isomorfa al anillos de polinomios
torcidos iterados K[z, ..., x,][y1;01,01] - - [Yn; On, On], con:

oi(yi) =i, 0;(y;)) =0, 1 <i<j<n,

O-i(xj) = xj75i(xj) = 07 { 7£ j7
oi(x:) == qiwy, 05(x;) =1, 1 < i <.
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Por lo tanto, A,(qi,...,q,) satisface las condiciones de (iii) y es ademds biyectiva;
tenemos entonces que

An(qry -y qn) = o(Klzy, .y z)) (Y1, oy Yn)-

(v) Andlogo multiplicativo del dlgebra de Weyl: sea K un cuerpo y con-
sideremos la K-dlgebra O, (\;;) generada por los elementos z,. .., , que cumplen
las siguientes relaciones:

Tix; = Njiwiv, 1 <i<j<mn,

con \j; € K —{0}. O,()\j;) es isomorfa al anillo K[z1][z2; 02] - - - [xn; 0,], con
oi(z;) = Nz, 1 <i<j<n.

Asi pues, O, ()\;;) cumple las condiciones de (iii), y por lo tanto
On(Nji) = o(Kx1]){wa, ..., Tn).

Notemos que O, ();;) es cuasi-conmutativa y biyectiva.
(vi) El dlgebra q-Heisenberg: sea K un cuerpo, sea H,(q) la K-algebra gene-
rada por Ty, ..., Tn, Y1, ..., Yn, 21, .-, 2 Y Sujeta a las siguientes relaciones:
TjT; = Tilj, 2% = 225, Yi¥ = Yily, 1 < 6,7 < n,
ZjYi = YiZj, 2 Ti = TiZj, YiTi = TYj, @ F J,
%Y = QYiZi, %t = Q7 iz + Yo, ity = qrayi, 1< i <n,
con ¢ € K — {0}. Notemos que H,(q) es una extensién biyectiva de K:

ho(q) = o (K (@1, oo T Y1y ooy Un 21y - - ey Zn)-



Capitulo 2

Sistemas lineales funcionales

El estudio introductorio con enfoque algebraico de los SLF que haremos en el pre-
sente capitulo se apoya en los trabajos de Pommaret, Quadrat, Chyzak, Robertz vy,
en general, del equipo del INRIA (Institut National de Recherche en Informatique et
en Automatique) que ha desarrollado una intensa investigaciéon en los 1ltimos anos
alrededor de los métodos homoldgicos del analisis algebraico (véanse [2], [4], [5], [6],
[29], [30], [31], [32], [33] v [34)).

En el presente capitulo, salvo que se advierta lo contrario, DD denotara un anillo
arbitrario. En algunas partes se asumira que D es un dominio, es decir, un anillo
sin divisores de cero, y en otras, de forma més precisa, D serd un dominio de
Ore a izquierda, es decir, cumple la condicion de Ore a izquierda: dados
a€ DyseD—{0}, existen u € D — {0} y b € D tales que ua = bs. Para el
anillo D, D" es el D-médulo libre a izquierda de dimensién » > 1 conformado
por los vectores fila de longitud r con componentes en D, mientras que D" denota
el D-moédulo libre a derecha de vectores columnas de longitud r. El conjunto de
matrices con componentes en D de tamano ¢ x p se denotara por D?*P. Supondremos
siempre que D es IBN (Invarian Basis Number), es decir, si M es un médulo
libre sobre D, todas las bases de M tienen la misma cantidad de elementos. Un
D-modulo a izquierda sobre D sera denotado por pM y por el lado derecho por
Mp. La teoria general de moédulos sera presentada a izquierda, pero desde luego
los resultados son validos a derecha. Asi, el D-moédulo pM serd denotado por M
y diremos simplemente que M es un moédulo. Si pD es noetheriano diremos que
D es noetheriano, para el caso derecho indicaremos en forma explicita que Dp es
noetheriano, y si D es noetheriano por ambos lados diremos que p Dp es noetheriano.
Para la representacién matricial de homomorfismos entre médulos libres a izquierda
usaremos notacion por filas y para médulos libres derechos usaremos notaciéon por
columnas. La notacién de la composicién de funciones sera la usual.

11
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2.1 Preliminares de algebra homolégica

Esta seccion incluye algunas herramientas bésicas de algebra homoldgica necesarias
para estalecer la interpretacion de las propiedades méas importantes de los SLF'.

Definiciéon 2.1.1. Sea D un anillo.

(i) M es reflexivo si el D-homomorfismo candnico

M = Homp(Homp(M, D), D) := M**

m — e(m)

es un isomorfismo, donde e(m)(f) := f(m) para todo f € Homp(M,D) y
cada m € M.

(ii) M es establemente libre de rango t > 0 si existe un entero s > 0 tal que
Mo Dlxs o~ DlX(SH).

(iii) Sea D un dominio de Ore a izquierda. M es sin torsion si el D-mddulo
t(M) :={m € M|d-m =0, para algin d € D — {0}}

es nulo. M es de torsion sit(M) = M. t(M) es llamado el submdédulo de
torsion de M y sus elementos los elementos de torsion de M.

Observacién 2.1.2. (i) El rango de un médulo establemente libre estd univoca-
mente determinado. En efecto, sean t,t', s, s’ > 0 tales que D™+ = DIxs gy M y
D1><(s’+t/) ~ D1><s/ D M, entonces Dlxs/ D D1><(s+t) ~ D1><s’ D D1><s oM y Dlxs D
D' +) > DIxs @ DI%" oy M pero como D es IBN resulta s’ +s+t = s+ s +1/,
es decir, t' = t.

(ii) El hecho que t(M) es un D-submdédulo de M es una consecuencia de la
condicion de Ore a izquierda que tiene D. En efecto, para my, my € t(M) y dy,ds €
D veamos que dy-mq+dy-ms € t(M): existen py,ps € D—{0} tales que p;-m; =0y
po-mgy = 0; por la condicién de Ore existen 11,79 € D, $1, o, 11,12 € D—{0} tales que
rip1 = $1dy,Tope = Sada, t181 = a8, resulta entonces que tysy - (dy - my +dg - mg) =
tl(Sldl) -my + t2(82d2) My = tlT’l : (pl : ml) + t27’2 : (pg : m2) = 07 con t181 7é 0.

Proposicién 2.1.3. Sea D un dominio y M un D-mdédulo f.g. de torsion. Entonces,
M*:= Homp(M, D) = 0.

Demostracion. Dado m € M existe d # 0 en D tal que d-m = 0; sea f €
Homp(M, D), entonces df (m) = f(d-m) = f(0) =0, luego f(m) = 0 para cada m,
es decir, f = 0. O
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Veremos mas adelante que si pDp es noetheriano , entonces es cierto el reciproco
de la proposicién anterior (véase el corolario 2.3.4).

Proposicion 2.1.4. Sea D un dominio y M un D-mddulo f.g., entonces
libre = establemente libre = proyectivo = reflexivo = sin torsion.

Demostracion. Las tres primeras implicaciones son validas para cualquier anillo D,
ademas, las dos primeras son evidentes.

Sea M proyectivo; sabemos que Homp(Homp(M,D),D) = D @p M = M
(véase [35], lema 3.59; véase también [19]). Finalmente, sea M reflexivoy m € t(M),
entonces existe d € D — {0} tal que d-m =0, y asi df(m) = f(d-m) = f(0) =0
para cada f € Homp(M, D), luego f(m) = 0. Esto prueba que £(m)(f) = 0 para
todo f € Homp(M, D), por lo tanto, e(m) = 0, esto es, m € ker(¢) = 0 y asi
tH(M) = 0. O

Proposicién 2.1.5. Si M es proyectivo f.g., entonces M* es proyectivo f.g.

Demostracion. Existe r > 0 y un D-médulo N tal que D" = M @ N, entonces
D"~ Homp(M & N,D) = Homp(M, D) ® Homp(N,D) = M* & N*. m

Proposicién 2.1.6. Si M; =5 My, =2 My =% My es un complejo de D-mddulos,
entonces se tiene la sucesion exacta

0 — H(Ms) — coker(ay) — ker(as) — H(M3) — 0,
donde H(M;) = ker(a;)/Im(c—1), i = 2,3.
Demostracion. Ejercicio para el lector. O]

Definicién 2.1.7. Un D-modulo C es un cogenerador para la categoria pMod
de los D-maodulos a izquierda, si para cada modulo no nulo M y cada elemento

m € M — {0} eziste f € Homp(M,C) tal que f(m) # 0.

Asi, C es un cogenerador si, y sélo si, para cada D-moédulo izquierdo M se tiene
que Homp(M,C) =0 si, y sélo si, M = 0.

Teorema 2.1.8. Para cada anillo D, pMod tiene un cogenerador que es inyectivo.

Demostracion. Existe un D-médulo inyectivo C' que contiene a @; D/I, donde
I recorre todos los ideales izquierdos de D (C existe ya que todo médulo se puede
sumergir en un médulo inyectivo). Sea M un médulo y sea m € M no nulo, entonces
existe un ideal izquierdo I en D tal que (m} = D/I. Sea ¢ la inclusién canénica de
(m} en M y sea u; la inyeccién candnica de (m} = D/I en C'; como C' es inyectivo
existe un homomorfismo f : M — C tal que fi = puy, luego f(m) # 0. O]



14 CAPITULO 2. SISTEMAS LINEALES FUNCIONALES

Ejemplo 2.1.9. El teorema anterior garantiza la existencia de un cogenerador in-
yectivo C' en la categoria pMod, con D un anillo cualquiera. Veamos por ejemplo
que Q/Z es un cogenerador inyectivo para zMod. Es claro que Q/Z es un moédulo
divisible, es decir, dados 0 #r € Zy T € Q/Z existe §y € Q/Z tal que T = 7.
Recordemos que la divisibilidad de un médulo C' sobre un DI P (dominio de ideales
principales) D implica que es C' inyectivo: en efecto, veamos que para cada ideal [

de D, cada homomorfismo I Iy € se puede extender a todo D. I es de la forma
I = Ddo, podemos asumir que dy # 0, existe ¢ € C tal que f(dy) = dy - ¢; definimos
f D — C por d — d-c, notemos que f es un D-homomorfsimo que extiende f. Asi,

Q/Z es inyectivo. Resta ahora demostrar la condicién de cogenerador de Q/Z. Sea
M un Z-médulo no nulo y sea 0 # m € M; si el orden de m es infinito, deﬁmmos
f:{m) = Q/Z por m — 3,y si m es de orden finito n entonces definimos m — X
En cada caso f es un Z-homomorfismo y se puede extender a todo M ya que @/ Z
es inyectivo, ademas f(m) # 0.

Observacién 2.1.10. Para un anillo dado D, el calculo efectivo del modulo C' es
una tarea interesante y representa utilidad en los métodos homolégicos del analisis
algebraico ya que en la mayoria de los casos C es el médulo en donde estan las
soluciones de los SLF.

Ejemplo 2.1.11. Otros ejemplos no triviales de cogeneradores inyectivos son con-
siderados en [4]: (i) Sea € un subconjunto convexo abierto de R", entonces el espacio
F = C>(€) de funciones suaves sobre 2 es un cogenerador inyectivo para pMod,
con D:=A,(K)y K=R4C. (ii) Sea F el conjunto de todas las funciones que son
suaves sobre R excepto en un nimero finito de puntos; entonces F es un cogenerador
inyectivo para la categoria pMod, con D := B;(R). (iii) Sea D el élgebra de los
sistemas discretos multidimensionales del ejemplo 1.2.6 con coeficientes en K := R
6 C; entonces un cogenerador inyectivo para su categoria de médulos es F := K",

Proposicién 2.1.12. Sean M, N, K,C modulos. St C es un cogenerador inyectivo,
entonces

0sNSMEL K0

es exacta si, y solo st,
0 = Homp(K,C) L5 Homp(M,C) L5 Homp(N,C) — 0, (2.1.1)

es ezacta, con f*(a):=af, a € Homp(K,C), y g* se define en forma similar.

Demostracion. =) Se deduce del hecho que C' es un médulo inyectivo.
<) Supongamos que (2.1.1) es exacta; probemos primero que f es sobreyectivo.

Se tiene la sucesién exacta 0 — ker(f) — M EN coker(f) — 0, aplicando
Homp( ,C) a esta sucesion se obtiene la sucesién exacta



2.1. PRELIMINARES DE ALGEBRA HOMOLOGICA 15

0 — Homp(coker(f),C) — Homp(K,C) L Homp(M,C) — Homp(ker(f),C) — 0,

con ker(f*) = Homp(coker(f),C) y Homp(ker(f),C) = coker(f*). Como f*
es inyectivo, Homp(coker(f),C') = 0, y puesto que C es cogenerador, entonces
coker(f) =0, es decir, Im(f) = K, luego f es sobreyectivo.

g es inyectivo: consideremos la sucesion exacta

0 — ker(g) = N & M — coker(g) — 0,
resulta entonces la sucesién exacta
0 — Homp(coker(g),C) — Homp(M,C) 7, Homp(N,C) — Homp/(ker(g),C) — 0,

en particular, ker(¢g*) = Homp(coker(g),C) y Homp(ker(g),C) = coker(g*) =
Homp(N,C)/Im(g*). Ya que g* es sobreyectivo, Homp(ker(g),C') = 0, y de nuevo,
ya que C' es cogenerador, entonces ker(g) = 0, es decir, g es inyectivo.

ker(f) C I'm(g): supongamos que existe x € ker(f) y # ¢ Im(g), entonces T # 0
en M/Im(g), y como C es cogenerador, existe h € HomM/Im(g), C) tal que h(T) #

0. Consideremos la sucesién exacta corta 0 — N % M 2 coker(g) — 0, donde j
es el homomorfismo sobreyectivo canénico; aplicando Homp( ,C) obtenemos la

sucesion exacta 0 — Homp(coker(g), C') EAN Homp(M,C) EAN Homp(N,C) — 0,
entonces ¢*j* = 0, de donde (¢g*j*)(h) = 0 = g*(hj), es decir, hj € ker(g*) =
Im(f*), luego hj = f*(u), con u € Homp(K,C). Resulta, hj = uf, de tal manera
que hj(x) = uf(z) =0, es decir, h(Z) = 0, lo cual es contradictorio.

Im(g) C ker(f): seax € Im(g) y supongamos que z ¢ ker(f), entonces f(z) # 0
y existe h € Homp(K,C) tal que h(f(z)) # 0, esto es, f*(h)(z) # 0. Existe
z € N tal que x = g(z), asi que f*(h)(g(z)) # 0, es decir, (¢*f*)(h)(z) # 0, pero
(g*f*)(h)(z) = 0*(h)(z) = 0, resulta asi una contradiccién. O

Lema 2.1.13. Sea D un dominio noetheriano y M un D-modulo f.g. St F' es un
submdédulo libre mazximal de M, entonces M/F' es de torsion.

Demostracion. Notemos en primer lugar que el conjunto de submodulos libres de M
es no vacio y puesto que M es noetheriano, entonces en dicha coleccién hay elemento
maximal F, ademds, F es de bases finitas. Supongamos que t(M/F) # M/F,
entonces existe m # 0 en M/F tal que para cada 0 # d € D, d-m ¢ F. Por otro
lado, F es libre f.g., sea B := {fi,..., f,} una base de F'. Veamos que B U {m} es
una base de F' 4+ Dm: es claro que B es un sistema de generadores para F' + Dm;
sean dg,dq,...,d, € D tales que dy-m+d;- fi+---+d,- f, =0, entonces dy-m € F,
con lo cual dy = 0, y por la independencia lineal de los f; resulta d; = 0 para cada
1 <7 < n. Se tiene entonces que ' C F + Dm C M, lo cual es contradictorio ya
que F' es maximal. En consecuencia, M/F es de torsion. ]
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Definicién 2.1.14. Sea M un D-maodulo de presentacion finita,
Y% Fy— M —o.

El transpuesto de M es el D-mdédulo derecho definido por M := coker(d}), con

Homp(Fy, D) = Fy 5 F* = Homp(Fy, D), di(a) == ad,.

Puesto que F{, Iy son D-médulos derechos libres de dimensién finita, entonces
MT™ es finitamente presentado con presentacién

e o MT 0.

Salvo equivalencia proyectiva, M* es independiente de la presentacién elegida para
M. En efecto, se tiene la siguiente propiedad.

Lema 2.1.15. Sea M un D-mddulo con resoluciones proyectivas
P3Py I M0,
d] Ly
Pl — Py = M — 0.

Entonces, coker(d}) y coker(d;") son proyectivamente equivalentes, es decir, existen
D-mddulos derechos proyectivos P, P’ tales que coker(d}) & P = coker(dy) & P'.

Demostracion. Véase [31], Teorema 2. O
Corolario 2.1.16. Sea M un D-mddulo con presentaciones finitas

RS R M0,

[N N Y NS
Entonces, para cada D-maodulo derecho L se tiene que

Ext(N,L) = Ext' (N', L), i > 1,

con N := coker(d}) y N’ := coker(d").
Demostracion. Por el lema anterior, existen médulos derechos proyectivos Py P’
talesque NP = N @ P,y parai > 1, Ext',(N® P, L) = Ext',(N'® P', L), luego

Ext'(N,L) ® Ext' (P, L) = Ext,(N', L) ® Exty,(P',L), es decir, Ext},(N,L) =
Exty,(N', L). O
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2.2 Sistemas lineales funcionales

Sea D un anillo arbitrario y consideremos el sistema de ecuaciones lineales

p
S Ry =0, 1<i<q, (2.2.1)
j=1
con R;; € D, p,q > 1. Una solucién y := (y1,...,y,)" del sistema (en caso que

exista) se asume que esta en FP, donde F es un D-mdédulo izquierdo que se elige y se
fija (véase la observacién 2.1.10). El sistema (2.2.1) se puede escribir matricialmente
como

Ry = 0, R = [sz] € D*P, (222)

La matriz R del sistema (2.2.1) induce el D-homomorfismo de médulos izquierdos
R: DY — D X1 AR, (2.2.3)

donde A = (Af,...,A,) € D™ Noétese que Im(.R) = DR es el D-médulo
izquierdo generado por las filas de R. Asociado al sistema (2.2.1) se tiene el D-
modulo izquierdo M definido por el conticleo de .R, es decir,

M := coker(.R) = D"*?/Im(.R) = D*? /D' R.

Asi, asociado al sitema lineal (2.2.1) se tiene un D-médulo finitamente presentado
M con presentacién

pa Ly pro I pp 0, (2.2.4)

donde 7 es el homomorfismo candnico
7: DY 5 M, B+ 3+ DR,

M se denomina el D-mddulo asociado al sistema (2.2.1). Reciprocamente,

sea M un médulo finitamente presentado con presentacion (2.2.4), sean {e;}7_; la

base candnica de D™? y {f;}%_, la base canénica de D'*?; dado m € M existe
A= (Ai,...,\p) € DP tal que

P P
m=m(\) = Z Ai(ej) = Z \jy;, con y; = m(e;) = e; + DR, (2.2.5)
i=1 j=1
Notemos entonces que {gﬁ}?zl es un sistema de generadores de M; ademas,

p
sz = (Rﬂ, . ,Rip) = Z Rijej € ]m(R) = ker(w),
7j=1
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luego 0 = 7(fiRR) = > _, Rijy;, es decir, el conjunto {y;}’_, de generadores de M
satisface el sistema lineal (2.2.1).

Sea nuevamente F un D-médulo izquierdo, aplicando Homp( ,F) a la pre-
sentacién (2.2.4) obtenemos la sucesién exacta de grupos abelianos

0 — Homp(M,F) -, Homp (DY F) LB Homp(DY™, F).

(.R)* es un Z-homomorfismo que podemos reemplazar por R. y definido por el
siguiente diagrama conmutativo:

o R. Fa

| I
Homp (D7, F) UM Homp(DY<4, F)
donde p, v son D-isomorfismos definidos por u((A1,...,\,)7) = ay, ax(ej) == A,
v=i(h) == (h(fr),...,h(f))", h € Homp(D™, F), R. := v '(.R)*u. Se puede

verificar facilmente que
R.(\) = R\, con A= (\y,...,\)" € FP. (2.2.6)

En [24] Malgrange establecié uno de los resultados més importantes del andlisis
algebraico, el cual constiuye el punto de partida de esta importante area del algebra
homoldgica aplicada. El resultado de Malgrange (teorema 2.2.1) dice que todas
las F-soluciones del sistema lineal (2.2.1) pueden ser estudiadas por medio de los
D-médulos M = DY*? /D' R y F.

Teorema 2.2.1 (Malgrange, [24]). Sea D un anillo arbitrario, M un D-mddulo
finitamente presentado con presentacion (2.2.4) y F un D-mddulo. FEntonces se
tiene el isomorfismo de grupos abelianos

Homp(M, F) — kerz(R.), ¢ — a = (d(y1),..., ()", (2.2.7)
donde R. es definido por (2.2.6).

Demostracion. Sea ¢ : kerr(R.) — Homp(M,F) definido por ¢(a) := ¢,, con
da(m(N)) = A, a € kerg(R.), A € D'*P. Mostremos en primer lugar que ¢, esté
bien definido: si m(A) = 7(\'), entonces A — X' € ker(n) = Im(.R), luego existe x €
D™ tal que A— )X = zR, resulta ¢ (m()\)) = Aa = Na+zRa = Na = ¢,(m(XN)). Es
claro que ¢, es un D-homomorfismo. ¢ es un Z-homomorfismo; ¢ es inyectivo puesto
que ¢, = 0 si, y sdlo si, Ao = 0 para cada A € D'*P y as{ a; = e;a = 0, para cada
J, es decir, a = 0. Ademds, para todo ¢ € Homp(M, F), o := (¢(y1),...,6(y,))" €

FP satisface p(a) = ¢, y para cada 1 < i < g, Z?:l Rijo; = ?:1 Rijo(y;) =
o(>25- Rijy;) = ¢(0) = 0, es decir, a € kerz(R.).

Hemos probado que ¢ es un Z-isomorfismo y ¢~ ' : Homp(M,F) — kerz(R.)
viene dado por o1 (¢) = a = (é(y1), ..., d(y,))". O
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Definicién 2.2.2. El sistema (2.2.1) se denomina sistema lineal funcional
(SLF) sobre D. Un D-mddulo F de funciones que contiene las soluciones del SLF
(2.2.1) se denomina espacio funcional de soluciones.

En los ejemplos descatados de SLF el anillo D es un algebra de Ore y el D-
modulo F de soluciones es habitualmente el cogenerador inyectivo de la categoria

pMod (observacién 2.1.10). Presentamos a continuacién algunos ejemplos notables
de SLF sobre dlgebras de Ore.

Ejemplo 2.2.3. Consideremos el sistema de ecuaciones de un fluido en un tanque
las cuales satisfacen las ecuaciones de Saint-Venant sujetas a un movimiento unidi-
mensional horizontal (modelo linealizado, véanse [6], [7] y [34]):

yi(t — 2h) + ya(t) — 2a(t — h) =0,
{yl(t) + yo(t — 2h) — 2a(t — h) = 0. (2.2.8)

Este es un SLF sobre el dlgebra de Ore D := Q[t][01; %£][02; 01] de los operadores
diferenciales con retardo con coeficientes en Q[t] (véase el ejemplo 1.3.6). El sistema
anterior se puede escribir matricialmente en la forma Ry = 0, con

y1(2)
} € D y:= |p(t)| € F°,

R {a; 1 —20,0,
u(t)

1 02 —20,0,

donde F es un D-mdédulo de funciones tal que

Or-y(t) :=y(t), - y(t) =y(t —h).
Ejemplo 2.2.4 ([4]). Consideremos el SLF' correspondiente a un modelo de tinel
de viento definido por las ecuaciones

t1(t) = —ax1(t) + kaxo(t — h),

B3(t) = —w?zy(t) — 2Cwas(t) + wu(t),

donde a, k, (,w son constantes reales. En este caso el dlgebra de Ore subyacente es
D :=R[t][0; 4][6,; 03] y el sistema se representa matricialmente por Ry = 0, con

O+a —kas, 0O 0 218
R:=1 0 ) —1 0 | e D, y:= Q(t) e F3, (2210
0 w? 0+ 20w —w? 3

donde F es un D-mdédulo de funciones tal que

9-y(t) :=15(t), on-y(t) =y(t —h).
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Ejemplo 2.2.5. En [4] se presenta un ejemplo de SLF sobre el dlgebra de Ore

d
D = Qlt, s][0; E][(Sh; onl,
con matriz
0 + ag —(a48 + ao)éh —Q 0 —b08
Ro— —0p(as0 + aq) 0+ ay 0 a 0
o a9 —a2a45h 8 0 —a2b0
a3a55h —as 0 0 0

el cual corresponde a una linea de transmision eléctrica,

donde Qp, a1, a2, as, a4, as, bO

son constantes racionales. En este caso o, (p(t,s)) := p(t,s — h).

Ejemplo 2.2.6 ([6]). El movimiento de un fluido en rotacién con eje de rotacién 3

y velocidad pequena es definido por las ecuaciones

( 8u1
Po BN Podlous + D,
ou 0
P(Jé,—t2 + 2poSdour + (9_92 =
Ous L 9 _
Pt " By
8%1 @UQ 8u3
=0
\ 8x1 * 8x2 * 8273 ’

0,

0,
(2.2.11)

donde u := (uy,u, u3)” denota la rata local de velocidad, p la presion, py la densidad
constante del fluido y €y la velocidad angular constante. Las ecuaciones anteriores
definen el sistema lineal funcional Ry = 0 sobre el algebra de Ore

0 0 0 0
D = Olt . . . .
@[ 7x17x27x3][at7 8t][ala 81’1][827 81'2][837 83’]3]
con
pody  —2pfly 0 Oy uy (t, x1, 72, 3)
200 po0; 0 0O us(t, x1, 2, 3) 4
R = 5 = € .F y
0 0 po0y O3 4 us(t, 1, T2, v3)
O 0o d; 0 p(t, z1, 29, 73)
donde F es un D-médulo de funciones tal que
dy dy .
Oy yi= =2, Oy i=—, i=1,2,3.
by (915’ Y 8561 !



2.3. DICCIONARIO 21

Regresemos nuevamente a la teorfa general. Sea D noetheriano y M un D-
modulo f.g., entonces M tiene una resolucién libre en la forma

R R R R
. 4 D1><r3 3 D1><r2 2 D1><r1 1 D1><r0 1> M SN O7
sea F un D-médulo arbitrario, aplicando Homp( ,F) a

Dy A, pixro Ty M 0,
y también al complejo obtenido al eliminar M de la resolucion libre anterior, resulta
Homp(M,F) = Im(r*) = kerz(R;.)
y el complejo de grupos abelianos
0 — Fro Ly Fro foy pre Ty s Ty
Los grupos de cohomologia del complejo anterior son dados por

{ExtOD(M, F) := Homp(M, F)

. , (2.2.12)
Exty (M, F) :=kerr(Rit1.)/Imz(R;.), i > 1.

Por lo tanto, el grupo abeliano de todas las JF-soluciones del sistema Rja = 0
es definido por Ext) (M, F) = Homp(M, F), mientras que Exth(M,F) esté rela-
cionado con la solubilidad del sistema no homogéneo Ry« = (. En efecto, si el
sistema lineal R1y = [ es soluble, para un § € F™ fijo, entonces existe ¢ € F'°
tal que Rie = (3, luego B € Imz(R;.), y de aqui se obtiene la condicién necesaria
Ry = 0yaque RyR; = 0. Reciprocamente, sea § € F' tal que Ry3 = 0, considere-
mos la clase residual de 8 en Ext}, (M, F) = kerg(Ry.)/Im(R;.); si esta clase es nula
entonces 5 € Im(Ry.), luego existe € € F° tal que Rie = . Notemos ademds que
la solucion del sistema no homogéneo no es unica ya que si € € kerz(R;.), entonces
£ +¢’ es también solucién. Finalmente, observemos que si kerz(Ry.) = Im(R;.), en-
tonces una condicién necesaria y suficiente para la solubilidad del sistema R,y = f3
es que Ryff = 0 (véase también [26]).

2.3 Diccionario entre las propiedades estructura-
les de los SLF' y el dlgebra homolégica

Consideremos el SLF, Ry = 0, con R una matriz de tamano ¢ X p con entradas en
D, de tal forma que sus soluciones se encuentran en un D-moédulo F, cogenerador
inyectivo. JF juega un papel similar al de las variedades algebraicas de la geometria
algebraica, y corresponde al espacio de soluciones, de tal forma que se tiene una
cierta dualidad entre analisis funcional y algebra homolégica. En lo que sigue se
desarrollara un diccionario entre las propiedades estructurales del sistema lineal
Ry = 0 y las propiedades homoldgicas del D-mddulo asociado M := D*P/D*4R,
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Definicién 2.3.1. Si D es un dominio noetheriano, R € D¥P M := DP/DIxIR
y F es un D-mddulo cogenerador inyectivo, entonces

(i)

(vii)

(viii)

(ix)

B :=kerg(R.) = {a € FP|Ra = 0} se denomina el F-comportamiento o
conjunto de F-soluciones del sistema Ry = 0.

Un observable del sistema Ry = 0 es una funcion ¢ : B — F tal que
existen dy, . ..,d, € D de tal manera que ¢(a) := dyoq + - - - + dy0y,, para cada
a:=(a1,...,qp)" € B.

Un observable ¢ es auténomo si existe d € D — {0} tal que d - ¥(a) = 0,
para cada o € B. 1 es libre si no es autonomo.

Ry =0 es auténomo si todo observable es autonomo.
Ry = 0 es controlable si todo observable es libre.

Ry = 0 es parametrizable si existe una matriz () € DP*™ tal que B = QF™.
La matriz Q es llamada una parametrizacion de Ry = 0.

Ry = 0 es plano si admite una parametrizacion inyectiva, es decir, la

matriz de parametrizacion ¢Q € DP*™ admite inversa a izquierda T € D™*P,
TQ = 1,,.

Sea z un elemento no nulo del centro de D y sea Ry = 0 un sistema parametri-
zable con parametrizacion @QQ € DP*™. Ry = 0 es z-libre si existen T' € D™*P
y k>0 tales que TQ = 2*1,,,, donde I, es la matriz idéntica de orden m.

Ry = 0 es sin torsion (respectivamente, reflexivo, proyectivo, estable-
mente libre, libre) si M es sin torsion (respectivamente, reflexivo, proyec-
tivo, establemente libre, libre).

Teorema 2.3.2. Sea D un dominio noetheriano. Si Ry = 0 es un SLF, con
R e DP y M := DY™P /DRy si F es un D-mddulo cogenerador inyectivo y B
es el conjunto de F-soluciones, entonces

Los observables estan en correspondencia biyectiva con los elementos de M.

Los observables autonomos estan en correspondencia biyectiva con los elemen-
tos de torsion de M.

Ry =0 es auténomo si, y solo si, M es de torsion.
Ry = 0 es controlable si, y solo si, M es sin torsion.

Ry = 0 es parametrizable si, y sélo si, existe Q € DP*™ tal que M = DYP(Q).
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(vi) Ry =0 es plano si, y sdlo si, M es libre.

(vil) Sea z un elemento no nulo del centro de D y sea Ry = 0 un sistema para-
metrizable con parametrizacion (Q € DP*™. Ry = 0 es z-libre si, y sdlo si,
D. ®p M es libre sobre el anillo D, = {2|b € D,a = z",n > 0}.

Demostracion. (i) Sean f € Homp(D, M) y m := f(1), aplicamos Homp( ,F) a
DL M y obtenemos el Z-homomorfismo Homp (M, F) EAN Homp(D,F), f*(¢) :=

of, el cual es equivalente al Z-homomorfismo kerz(R.) Y, F inducido por los iso-
morfismos Homp(M, F) = kerz(R.) (teorema 2.2.1) y Homp(D,F) = F. Puesto
que M = (y1,...,yp}, con y; := mw(e;), 1 < i < p (véase (2.2.5)), entonces exis-
ten dy,...,d, € D tales que m = > ?  d;-y;, de donde (¢f)(1) = ¢(m) =

P did(y:) = S0, di -y, con a; == d(y;). Por lo tanto, ker#(R.) % F definida
por ¢(a) := > 7 d; - o; (véase (2.2.7)) es un observable. Veamos ahora que 1
solo depende de m y no de los escalares d;: sea m = >0 b; - y;, b; € D, entonces
vi=(dy—by,....,dy—by) € Im(.R) =ker(.R) yaque n(v) = n((O_F_,(di —b;) - ¢;) =

P (di — b)) -yi =m—m = 0. Por lo tanto, existe A\ € D' tal que v = AR de
modo que Y ©_ d;i-a; — Y b b -a; = va = (AR)a = AM(Ra) = 0. Asi, teniendo
en cuenta el isomorfismo Homp(D, M) = M dado por f +— m := f(1), podemos
concluir que dado m € M hemos asignado un tnico observable .

Reciprocamente, consideremos el observable ¢ : B — F definido por ¢(«a) =

le d; - a; con a € By d; € D; asociamos entonces a este observable el elemento
m =Y ¢ d;-y; € M. Veamos que esta asignacién estd bien definida: consideremos
dos presentaciones del observable ¢, es decir, > 7 d; - a; = >F_ b; - oy, para cada

a € B. Definimos
B*:= {\ € D?|\a = 0 para cada a € B}.

Bt £ () ya que v := (dy — by,...,d, — b,) € B% si A\ € DR, existe § € D™ tal
que A\ = OR, luego Aa = O(Ra) = 0 para cada a € B, por lo tanto, DR C B
Como D' P es noetheriano, entonces B% es un D-médulo f.g., y en consecuencia,
existe R' € DY*P tal que Bf = D' R'. Definimos M’ := D'*P/D'¢ R'; segiin el
teorema 2.2.1, kerz(R'.) = Homp(M', F), y puesto que D4R C Bt = D'/ R/, se
tiene que kerz(R.) C kerz(R'.). Aplicamos ahora Homp( ,F) a la sucesion exacta

0— B*/D™R—+M— M —0,

y puesto que F es D-inyectivo, resulta el diagrama exacto

0 —— Homp(M',F) —— Homp(M,F) —— Homp(B'/D* IR F) —— 0

I 1 -

0 —— kerx(R.) ——— kerg(R) ——— Homp(B'/D™ R F) —— 0

IR
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en particular, kerz(R'.) C kerz(R.), por lo tanto, kerz(R.) = kerz(R'.), de donde
Homp(B*/D™R, F) = 0, pero como F es cogenerador, entonces B%/D' R = 0,
esto es, BY = DR, luego v € D™ R y w(v) = 0, es decir, m = >0 d; - y; =
le bz * Y-

Es claro que las compuestas de las dos asignaciones anteriores dan las idénticas.

(ii) Consecuencia directa de (i).

(iii) y (iv) se obtienen de (ii) ya que D es un dominio Ore a izquierda ([19]).

(v) Ry = 0 es parametrizable si, y sélo si, existe una matriz @ € DP*™ tal
que B = QF™ = Im(Q.), esto es, si, y so6lo si, la sucesién F™ Ny S BN S
exacta, pero por la demostracién de la proposicion 2.1.12, esta sucesion es exacta si,
y solo si, D'*4 B pow 9 plxom o exacta, es decir, si, y s6lo si, D*?/ker(.Q) =
Im(.Q); pero ker(.Q) = Im(.R) = DR e Im(.Q) = D'PQ, luego, Ry = 0 es
parametrizable si, y sélo si, M = D? /D4R = D>PQ).

(vi) Ry = 0 es plano si, y sélo si, existen matrices Q) € DP*™ y T € D"™*P tales
que B=QF™ y TQ = I, si, y sélo si, la sucesién

0= Fm & v By Rpv 5 0
es exacta y hendida, es decir, si, y solo si, la sucesion

0 — DIX4R — DIxp & plxm _y

es exacta y hendida, si, y sélo si, D¥?/ker(.Q) = DYPQ = D™™ si, y sélo si,
M = D™ si vy sélo si, M es libre.

(vii) Sea Ry = 0 parametrizable y z-libre, existen matrices ) € DP*™ T € D™*P
tales que M = DYPQ y T'Q = z*1I,,, con k > 0. Sabemos que D, es D-plano, luego
D, ®p M = D, ®p Im(.Q) = Im((.Q),) = DI*?Q, = D*?Q C D™ Ademis,
(2)T es la inversa a izquierda de @ sobre el anillo D, y como D™ (%)T C DL,
entonces D*™(5)TQ C DYPQ, es decir, D™ C D1*P(Q). Resulta entonces que
D, ®p M = DIxm,

Reciprocamente, supongamos que D, ®p M = D*" para algin n > 1; como
Ry = 0 es parametrizable, segiin (v) existe Q € DP*™ tal que M = D*PQ; tenemos
entonces que D, ®p M = D, ®p D'*PQ = DI*PQ, = DI*PQ, luego D1*™ = DIxpPQ)
y en consecuencia, existe S € D7*P tal que SQ = I[,,, pero como () es de tamano
p X m, entonces necesariamente n = m. Tomando un denominador comun para S
encontramos k > 0 tal que T7Q = 2*1,,,, con T := 2¥S € D™*P, n

El teorema anterior demuestra como algunas propiedades de los sistemas lineales
funcionales son traducidas en propiedades de modulos. Mostraremos enseguida que
estas propiedades a su vez pueden ser estudiadas calculando ciertas extensiones de
mddulos de la forma Exth,(M7T, D), i > 1. Segtn el corolario 2.1.16, Ext:, (M™, D)
es independiente de la presentacion finita de M. En el siguiente teorema, rgld(D)
denota la dimension global a derecha del anillo D (véase [36] o también [19]).
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Teorema 2.3.3. Sea D un dominio con pDp noetheriano. Si M es un D-mddulo
de presentacion finita y N := MT, entonces

(i) t(M) = Exth(N, D).
(i) M es sin torsion si, y sélo si, Exth (N, D) = 0.
(iii) Se tiene la siguiente sucesion exacta de D-mddulos
0 — Exth(N,D) — M = M*™ — Ext% (N, D) — 0,
donde € es como en la definicion 2.1.1.
(iv) M es reflexivo si, y sélo si, Ext' (N, D) =0 para i =1,2.

(v) Sea rgld(D) < oco. M es proyectivo si, y sdlo si, Extl,(N,D) = 0 para cada
1 <i<rgld(D).

Demostracion. Sea
RS S M=o (2.3.1)

una presentacién finita de M y sea
* d* *
Fr LS5 N (2.3.2)

la correspondiente presentacién finita de N (véase la definicién 2.1.14). Notemos
que ademas se tiene la sucesion exacta

0= M — E 5 pr 2 N 0, (2.3.3)

(i) Sea X un D— D-bimddulo; aplicamos X ® p— a la sucesién (2.3.1) y obtenemos
la sucesion exacta de D-modulos izquierdos

X ®p F 22% X op Fy 225 X @p M — 0. (2.3.4)

De manera similar, aplicando Homp( ,X) a (2.3.2) se obtiene la sucesion exacta
de D-modulos izquierdos

0— Homp(N,X) — Homp(Fy,X) — Homp(F},X); (2.3.5)

pero Homp(F, X) = Homp(Homp(F, D), X) = Homp(D,X)®p F; = X ®@p F;,
i =0,1 (véase [35], lema 3.59; véase también [19]). Por lo tanto, de (2.3.4) y (2.3.5)
resulta la sucesion exacta de D-moddulos izquierdos

0—>HOmD(N,X)—)X®DF1—>X®DFO—>X®DM—>O. (236)
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De otra parte, como pDp es un dominio noetheriano, entonces D es un dominio de
Ore a izquierda y derecha (véase [19]), luego posee anillo de divisién a izquierda y
derecha K := Q(D) y K es un D — D-bimédulo; consideremos la siguiente sucesién
exacta de D — D-bimoédulos

0—+D>K—K/D—0, (2.3.7)
se obtiene la sucesién exacta larga de D-modulos izquierdos

0 — Homp(N,D) — Homp(N,K) - Homp(N,K/D) —
Ext}(N,D) — Extp(N,K) — Extp(N,K/D) — ---

pero como K es un D-mdédulo derecho inyectivo (véase [19]), entonces resulta la
sucesion exacta de D-modulos izquierdos

0 — Homp(N,D) — Homp(N,K) — Homp(N,K/D) — Exth(N, D) — 0. (2.3.8)

Aplicando —®p M a (2.3.7) obtenemos la sucesion exacta de D-mddulos izquierdos

D®@p M EM K @p M — (K/D)®p M — 0,

y puesto que ker(t ® iy) = t(M), se tiene entonces se tiene la siguiente sucesion
exacta de D-modulos izquierdos

0— t(M) = M 2 K @p M — (K/D) ®p M — 0. (2.3.9)

Teniendo en cuenta que cada F; es un D-médulo izquierdo plano, se obtiene de
(2.3.7) la sucesién exacta de D-moédulos izquierdos

Tomando en (2.3.6), X = D, K, K/D y usando (2.3.8), (2.3.9) y (2.3.10), resulta el
siguiente diagrama conmutativo exacto de D-mdédulos izquierdos

|
0 0 0 t(M)
| l | [
0 —— Homp(N, D) L» Fy L Fy L) M — 0
as| | @ [
0 ——— Homp(N,K) L) K®p F; L K ®p Fo L KQ®p M — 0
[ |e7 | Ls
0 ——— Homp(N,K/D) — 22 (K/D)@p F1 —28  (K/D)®p Fo —2— (K/D)®p M —— 0
[o0 | | |
Exth (N, D) 0 0 0

!

0
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el cual induce una aplicacién ¢ : t(M) — Exth (N, D) definida de la siguiente

manera: sea © € t(M), entonces aq(x) € M, luego existe zy € Fy tal que a;(z) =
B1(zo). Notemos que ay(xg) € ker(Bs) = Im(Bs), por lo tanto existe z € K ®p F tal
que B5(z) = ayg(p). Ademads, ar(z) € ker(Bs) = Im(fy), en consecuencia, existe un
tinico y € Homp (N, K/D) tal que az(z) = Bo(y). Puesto que ayo(y) € Exth (N, D),
entonces definimos () := a19(y). Se puede demostrar que ¢ estd bien definida y
que es un D-isomorfismo. La prueba completa de esta afirmacion la dejamos al
lector, veamos por ejemplo que ¢ es sobreyectivo: sea u € Exth(N, D), entonces
existe y € Homp(N, K/D) tal que u = as9(y); Bo(y) € (K/D) ®p Fi, luego existe
z € K ®p F tal que a(z) = fy(y) v entonces fs(az(z)) = Bs(Bo(y)) = 0, es
decir, a7(z) € ker(Bs); as(Bs5(2)) = Bs(ar(z)) = 0, lo cual indica que f5(z) €
ker(as) = Im(ay), por lo tanto, existe zy € Fy tal que B5(z) = au(wo); se tiene
az(Bi(wo)) = Balaa(wo)) = Pa(B5(2)) = 0, luego Bi(wo) € ker(az) = Im(a), de
donde Si(xg) = ay(z), con = € t(M). Por lo tanto, ¢(x) = u.

(ii) es consecuencia directa de (i).

(iii) En la sucesién exacta (2.3.2), ker(dj) es f.g. ya que Dp es noetheriano,
luego existe un D-mddulo derecho libre de dimensién finita F*; y un homomorfismo
di : F*, — F§; razonando de la misma forma para ker(dj) y continuando de esta
manera obtenemos la sucesién exacta

* dZy « o « 4 *
= [y — FY, = Fy — F = N =0,
dr
con F} libre de dimensién finita. Aplicamos Homp( , D) al complejo - - - — F*, —

d d
F*, = F; — F} — 0y se obtiene el complejo de D-médulos izquierdos

dx* dx* d’i*l

0 ——— Homp(F},D) —*— Homp(F},D) —%— Homp(F*,,D) ——— Homp(F*,,D) — ---
dy dg d_q

0 — Fq e Fo e F_1 e T F_o —_—

luego Exth (N, D) = ker(dy)/Im(dy), Ext: (N, D) = ker(d_,)/Im(dy). Aplicamos
entonces la proposicion 2.1.6 y obtenemos la sucesion exacta

0 — Ext}(N, D) — coker(d;) — ker(d_;) — Ext3,(N, D) — 0.
Segun (2.3.1), M = coker(d;); ademds, de (2.3.3) ker(d}) = M*, se tiene entonces el

siguiente diagrama conmutativo exacto

dar x
Fr, S e B ker(dh) = 0

Lok

F*y —= F*, —— M*—0
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Aplicamos Homp( , D) y resulta la sucesién exacta de D-mdédulos izquierdos

0 M* 5 F, ",

de donde ker(d_;) = M™, y en consecuencia se tiene la sucesiéon exacta
0 — Ezth(N,D) - M — M** — Ext%(N, D) — 0.

(iv) se obtiene en forma directa de (iii).

(v) Si M es proyectivo, entonces M es reflexivo (proposicién 2.1.4), en conse-
cuencia Extly (N, D) = 0 parai = 1,2 (parte (iv)). De (2.3.3) resultan las sucesiones
exactas

0— M"— Fy — Im(d;) -0, 0— ker(p) = F — N —0,

y a partir de éstas se obtienen las sucesiones exactas largas

-« = Batly (Im(d}), D) — Bat's (F}, D) — Ext's(M™, D) — Eat'f ' (Im(d}), D) — Ext's ' (F}, D) — Bat'S ' (M*, D) — -

-+ = Bzt'f (N, D) = Eat' S (Fy, D) — Bat'f ! (ker(p), D) — Ext's ?(N, D) — Ext'if?(F}, D) — Extif?(ker(p), D) — - - -

de lo cual se desprenden las sucesiones exactas
0 — Ext(M*, D) — Ext'3'(Im(d}), D) — 0

y
0 — Ext'$'(ker(p), D) — Ext'S?(N, D) — 0,
pero como ker(p) = Im(d}), entonces Extl,(M*, D) = Ext'3?(N, D), para i > 1.
Por la proposicién 2.1.5, Extl,(M*, D) = 0, para cada i > 1, luego para cada i > 1,
Ext'3?(N,D) = 0. En total, Ext), (N, D) = 0, para cada 1 < i < rgld(D).
Reciprocamente, supongamos que Ezth (N, D) = 0 para cada 1 < i < k, con
k :=rgld(D), consideremos una resolucién proyectiva de N de longitud k

0P 5P =5 .. 5P P %P5 N0, (2.3.11)

con P; proyectivo f.g.; suprimiendo N y aplicando Homp( , D) obtenemos el com-
plejo

0P P Bpr . B pre Iy ey, (2.3.12)
luego Exth)(N, D) = ker(rf,,)/Im(r}), parai > 1, pero como Ext'y(N, D) = 0 para
cada 1 < i < k, entonces la sucesion

0 N* = Py Uy pr 2y pr Ty Tl pe T pr ) (2.3.13)

es exacta. Segun la proposicién 2.1.5, cada P es proyectivo, en particular, P es

proyectivo, entonces la sucesion anterior es hendida. Por induccién, deducimos que
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Im(ry) es un D-médulo izquierdo proyectivo para cada i, de lo cual resulta que la
sucesion

0— N*"— By — Im(r]) = 0
es exacta hendida, luego N* es sumando directo del proyectivo Fj, es decir, N* es
proyectivo. En consecuencia, N** es proyectivo. Aplicando Homp( , D) a (2.3.13)
obtenemos la sucesién exacta hendida

Tk—
0P 5Py — - 5 P3P P — N =0,

luego, junto con la resolucién (2.3.11) y el lema de los cinco (véase [19]), concluimos
que N = N** es proyectivo. Resulta entonces que la sucesién (2.3.3) es exacta
hendida, por lo tanto, M™* es proyectivo, y de esta manera, M** es proyectivo.
Puesto que Ezth (N, D) = 0 para i = 1,2, podemos aplicar el (iv) y obtenemos que
M = M** es proyectivo. [

Corolario 2.3.4. Sea D un dominio con pDp noetheriano y M un D-maodulo f.g.
Entonces, M es de torsion si, y solo si, M* = 0.

Demostracion. =) Este es el contenido de la proposicién 2.1.3.

<) Como M* = 0, entonces M** = 0; ademads, como pD es noetheriano, entonces
M es de presentacién finita, luego por el teorema 2.3.3, M = Ext}, (N, D) = t(M),
es decir, M es de torsion.

Corolario 2.3.5. Sea D un dominio con pDp noetheriano, y sea R € D¥P, M =
DY? /D4R F un D-mddulo cogenerador inyectivo y B el conjunto de F-soluciones
del sistema Ry = 0. Entonces, Ry = 0 es parametrizable si, y sdlo si, t(M) =0 si,
y solo si, Ry = 0 es controlable.

Demostracion. Sea Ry = 0 un sistema parametrizable; por el teorema 2.3.2 existe

Q € DP*™ tal que M é DYPQ C D™ Sea z € t(M), existe d € D — {0} tal que
d-z=0,1luego 0 = ¢(0) = ¢(d - 2) = d - ¢(z) y entonces ¢(z) € t(D*™) = 0, de
donde z = 0. Esto muestra que ¢(M) = 0. Por el teorema 2.3.2, el sistema Ry = 0
es controlable.

Reciprocamente, sea Ry = 0 controlable, entonces t(M) = 0; sea N := MT =

coker(R.) = D9/RDP, entonces N tiene la presentacion finita DP Ly D1 N — 0.
Por el teorema 2.3.3, Exth(N, D) = 0. De otra parte, como Dp es noetheriano,
ker(R.) C DP es f.g., luego existe Q € DP*™ tal que ker(R.) = D™, y se tiene

la siguiente resolucién libre finita de N: D™ @pr By pe s N 0; aplicamos

Homp( ,D) al complejo D™ @opr By pa g y se obtiene el complejo de
D-modulos izquierdos

0 — Homp(D*, D) " Homp(D?, D) ¥ Homp(D™, D)

I I t

0 s D1><q - D1><p . s D1><m
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de modo que D'?/ker(.QQ) = D'?PQ, pero 0 = Ext},(N, D) = ker(.Q)/Im(.R)
luego ker(.Q) = Im(.R) = DR, conlo cual M = D'*?/D*1R = D*? [ ker(.QQ) =
Im(.Q) = DY*PQ, es decir, el sistema Ry = 0 es parametrizable. O



Capitulo 3

Factorizacion y descomposicion de
sistemas lineales funcionales

Dados dos SLF, Ry = 0y R'z = 0, estudiaremos en este capitulo los elementos
del grupo Homp(M, M'), donde M y M’ son los D-mddulos de presentacion finita
asociados a dichos sistemas (véase la seccion 2.2). Caracterizaremos matricialmente
el nicleo, contcleo, imagen y coimagen de tales morfismos, y veremos que cuando
M = M’, es decir, para un mismo sistema, la existencia de un endomorfismo no
inyectivo es equivalente a la factorizacion no trivial de la matriz R, R = R;R».
Veremos también, que bajo ciertas condiciones, un sistema Ry = 0 es triangulable en
bloques, es decir, equivalente a un sistema Rz = 0, donde R es una matriz triangular
en bloques del mismo tamano de R. De igual manera, bajo ciertas condiciones, la
existencia de idempotentes no triviales en Endp(M) induce un sistema equivalente
Rz = 0, donde R es una matriz diagonal en bloques del mismo tamafio de R.
Ademés, tales idempotentes permiten describir las F-soluciones del sistema (teorema
3.5.3).

Salvo que se advierta lo contrario, D es un anillo noetheriano, es decir, pD es
noetheriano. Todo lo que presentaremos ha sido tomado y adaptado de [6].

3.1 Morfismos de sistemas lineales funcionales

En esta secciéon estudiamos desde un enfoque matricial-constructivo los elementos
del grupo Homp(M, M'), donde M y M’ son los D-mdédulos de presentacion finita
asociados a dos sistemas lineales funcionales. En [6] se muestra que si D es conmu-
tativo, entonces es posible calcular de manera explicita un conjunto de generadores
para el D-médulo Homp (M, M'). Cuando D no es necesariamente conmutativo, en
[21] se ha también calculado un sistema de generadores para Homp(M, M') asum-
iendo que M’ es un D — D-bimdédulo centralizante.

31
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Iniciamos con el siguiente resultado que sera ampliamente usado a lo largo de
todo el capitulo.

Proposicién 3.1.1. Sean M y M’ dos D-mddulos de presentacion finita:
D B ple T
pid Ey pool I o,

Entonces,

1. La existencia de un D-homomorfismo f : M — M’ es equivalente a la exis-
tencia de dos matrices P € DP*P' Q) € DI tales que

RP = QR. (3.1.1)

De esta forma, el siguiente diagrama es conmutativo

D1><q 4R, D1><p T, M - 0
Q P f (3.1.2)
1xq’ i, 1xp’ ™ / _
D1 D*P M 0

donde f € Homp(M,M') es definido por

f(x(N\) :==7'(\P), A € D", (3.1.3)

2. Sea R, € D%2*7 tal que ker(.R') = D™ %R, y sean P € DP*P' y Q € D7
tales que RP = QR'. Entonces, para cualesquiera Z; € DP*? y Z, € DI%%
las matrices definidas por

P:=P+ 7R, Q :=Q+ RZ, + ZyR),
satisfacen RP = QR', y ademds, f(r(\)) = 7' (AP), A € DY*P.

Demostracion. 1. Puesto que D'*P es un D-modulo proyectivo, entonces existe
un D-homomorfismo p : D¥? — DY tal que 7'p = fr. Sea P la matriz del
homomorfismo p en las bases canénicas de D'*? y D', Es claro que p coincide con
el D-homomorfismo .P inducido por la matriz P. Ahora notemos que 7n’.P.R = 0,
es decir, Im(.P.R) C ker(n') = Im(.R'), luego como D'*? es proyectivo, existe un
D-homomorfismo ¢ : D¢ — D™ tal que .R'q = .P.R. Si Q es la matriz de ¢ en
las bases canénicas, entonces (3.1.1)-(3.1.3) se cumplen.
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Reciprocamente, supongamos que (3.1.1) se cumple. Entonces, f como en (3.1.3)
es un D-homomorfismo bien definido: en efecto, sean X\, N € D'? tales que 7(\) =
m(N), entonces A — X' € ker(wr) = Im(.R), de donde existe a € D™ tal que
A — XN = aR. Resulta, 7'(A = N)P) = 7'(aRP) = 7' (aQR') = (7".R.Q)(a) = 0.
Es claro que f es un D-homomorfismo que hace el diagrama (3.1.2) conmutativo.

2. Esta parte de la proposicién se prueba por célculo directo. O

Sean M y M’ de presentacién finitay f € Homp(M, M'), queremos ahora carac-
terizar matricialmente los D-médulos ker(f), Im(f), coker(f) y Coim(f). Recorde-
mos que si R € D?P entonces ker(.R) := {\ € D¢ | AR = 0}, es decir, ker(.R) es
el modulo de sicigias del médulo generado por las filas de R (véase [21], capitulo 9).

Proposicién 3.1.2. Sean R € D?P R’ € DYV M := D'P/(D™R), y M’ :=
DY /(D™ R"). Sea f: M — M' un D-homomorfismo definido por medio de dos

matrices P € DP*P' Q) € DY | las cuales satisfacen la relacion (5.1.1). Entonces,

1. Ezisten matrices S € D"? y T € D™ tales que
P 1xr
ker(. {R’]) =D"S —TI. (3.1.4)

2. ker(f) = (D'*"S)/(D'*9R).

3. Coim(f) = DY*?/(D'™"S).

. Im(f) = (D1x<p+q'> L];'D/(DWR/)'

iz (oe 1]

Demostracion. 1. Puesto que pD es noetheriano, el nicleo del D-homomorfismo
matricial en (3.1.4) es f.g. y entonces existe 7 > 1 y matrices S € D™ y T € D¢
tales que (3.1.4) se tiene.

2. Sea m = w(\) € ker(f) con A € D'? (véase el diagrama (3.1.2)). Entonces,
0 = f(m) = 7'(\P) implica que AP € (D7 R’), es decir, existe u € D7 tal que

AP = pR'. Por lo tanto,
AN —pule ker(. [g,])

Reciprocamente, si [\ — p] estd en el nicleo del homomorfismo matricial de (3.1.4),
entonces m := m(A) € ker(f).
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Puesto que RP = QR/, entonces
i - Q) cier(.| ] ) =01 -7

y asi, existe una matriz L € D?*" la cual satisface
R=LS, @Q=LT.

En particular, Im(.R) C Im(.S), es decir, D**?R C D'*"S. Entonces definimos

ker(f) & (DV78) /(D™ R)
m=m(A) = A

k estd bien definida ya que si X' € D*? es tal que m = 7(\), entonces A — X' €
ker(m) = Im(.R) = (D'R). Es claro que k es un D-homomorfismo. Sim = m()\) €
ker(f) es tal que k(m(\)) = 0, entonces A € Im(.R) = ker(r), es decir, m = 0 y asf
k es inyectivo. Para concluir veamos que k es sobreyectivo: sea A una de las filas
de S y sea u la correspondiente fila de T', entonces [\ — u] estd en el nicleo del
homomorfismo de (3.1.4), y como vimos, m := w(\) € ker(f) y k(m) = \.

3. A partir de la sucesién exacta corta 0 — ker(f) = M % Coim(f) — 0, donde
i denota la inclusién y p el homomorfismo canénico, y ya que M = D'*?/(D*IR),
junto con el hecho que ker(f) = (D'*"S)/(D'*R), se obtiene la sucesién exacta

0 — (DY S)/(DYR) & DY? /(D4R % Coim(f) — 0,

lo cual muestra que Coim(f) = D'*?/(D'*"S).
4. Segtn (3.1.3), para todo A € DY*?_ f(7(\)) = 7'(AP), luego definimos

Im(f) & (D““’ﬂ’) [}];,D/(DIXQ'R’)
F(m(A) = AP

h estd bien definida ya que si X' € D' es tal que f(w()\)) = f(m(\)), entonces
' (AP) = 7'(NP), de donde AP — X' P € ker(n') = Im(.R'). Claramente h es un D-
homomorfismo; sea f(m(A)) € ker(h), entonces existe u € D' tal que AP = pR,
con lo cual f(m(\)) = (7".P)(\) = 7' (AP) = 7' (uR') = (7'.R')(p) = 0. Esto muestra
que h es inyectivo. Veamos que h es sobreyectivo: sea a € D™ una de las filas

d ; st a es la i-ésima fila de P, 1 < i < p, entonces @ = ;P = f(n(e;)) ya

P
e R/ Y
que (7'.P)(e;) = m'(e;P) = 7'(a), donde e; es el i-ésimo vector canénico de D**P.
Sea « una de las filas de R’, entonces @ = 0 y la preimagen de @ es cero. Hemos
demostrado de h es un isomorfismo.

5. Utilizando la sucesién exacta corta
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0— Im(f) SRSV coker(f) — 0,

donde j denota la inclusiéon, o el homomorfismo candnico, y puesto que M’ =
/ ! . .,
DY™P /(D™ R') e Im(f) es como en el punto anterior, obtenemos la sucesién exacta

0 (D o ED / (DR % DV /(DX R) % coker(f) =0,

luego el resultado se obtiene por el segundo teorema de isomorfismo para moédulos.

]

3.2 Factorizacion de sistemas lineales funcionales

A continuacion precisamos la factorizacién de sistemas lineales funcionales que vimos
en la demostracién de la proposicién 3.1.2. Véase [6], teorema 3.1.

Teorema 3.2.1. Sean R € D?™? y R’ € DY** matrices, M := DV?/(D™R) y
M':= D™V [(DY™R"). Sea f: M — M' un D-homomorfismo definido por medio
de dos matrices P € DP*?' y Q € DY las cuales satisfacen la relacion (8.1.1).
Entonces se obtiene una factorizacion de R en la forma R = LS, con L € D" y

S € D™P, tal que Coim(f) = D'?/(D'*"3).

Demostracion. Tal como vimos en la demostracion de la proposicion 3.1.2, a partir
de (3.1.4) y la condicién RP = QR’, obtenemos

i - Ca(.|p]) =05 -1

y asi, existe una matriz L € D?*" la cual satisface
R=LS, @Q=LT. (3.2.1)

Segin la proposicién 3.1.2, Coim(f) = DYP/(D'*"S). Notemos adicionalmente
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que se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

0
0 ker(f)
Dixa Dixp T, M - 0
L = P
Dixr pixp —5 Coim(f) —— 0,

donde 7 es la inclusion y 7, p, k son los homomorfismos canénicos.

(3.2.2)

]

El siguiente lema sera ttil para la caracterizacion matricial de homomorfismos

nulos, inyectivos y sobreyectivos que presentaremos en el teorema 3.2.4.

Lema 3.2.2. Sean R € DY R € DI*? y R" € DY tres matrices tales que R =
R'R'. Sea T' € D"*? tal que ker(.R') = D" T'. Sean M, := (D¢ R')/(D'*9R)
y My := D4 /(D™4R" + D" T"). Sean m, y T los homomorfismos candnicos:

7 DR — (D™ R')/(D™R),
Ty D1><q’ N Dlxq//(Dlqu”—{—DIXTIT/),

Entonces, el D-homomorfismo 1 definido por
¢ : M2 — Ml, meo = 7T2()\) — w(m2)

es un isomorfismo y su inverso estd dado por

¢iM1—>M2,

=m(AR), A € D7

my = T (AR') = p(my) := (), A € D7

En otras palabras, se tiene el isomorfismo de D-mdodulos

(D1><q’R/)/(D1><qR) ~ Dlxq’/(D1><qR// + DlXTIT,).

(3.2.3)

Demostracion. Veamos que la funcion 1 esta bien definida. Supongamos que my =
mo(N) = ma(N), donde A\, N € D9, Entonces, mo(A — X) = 0, es decir, A — X €
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(D™4R" 4 DY T"), luego existen p € D', v € D™ tales que A\— N = uR" +vT".
Tenemos entonces

(A= N)R = (uR" + vT")R = uR = m((A = N)R) = m(uR) = 0,  (3.2.4)

lo cual implica que 7 (N R') = m(AR') = ¥(m3). Mostremos ahora que ¢ esta bien
definida. Consideremos m; = 7 (AR') = m (N R’), donde \, N € D'*?. Obtenemos
(A = N)R) = 0, es decir, (A — N)R' € (D™R), y asi, existe p € D™ tal
que (A — N)R' = pR. Ahora, usando la factorizacion R = R"R', se obtiene que
(A= XN — uR"R =0, ast que A\ — N — uR" € ker(.R') = D™>"T". Por lo tanto,
existe v € D™ tal que A — N = puR" 4+ vT', v asi

ma(A) — m(N) = ma(A — X') = mo(uR" + vT") = 0.

Finalmente, para todo m; = 7 (AR') € M, y todo my = mo()\) € My, con A € D9,
tenemos

(Vo d)(mi) = ¥(m(X)) = m(AR) = my,
(¢ 0 ¥)(m2) = ¢(m(AR)) = ma(X) = ma,

lo cual muestra que ¥ o ¢ = idyy,, ¢ 01p = idyy,, v asi obtenemos (3.2.3). ]
De la proposicién 3.1.2 y el lema 3.2.2 obtenemos los siguientes resultados.

Corolario 3.2.3. Sean R € D¥? y R’ € D?*? matrices y sean M := DY¥P /(D'¥R),
M':= DY /(D™ R"). Sea f: M — M’ un D-homomorfismo definido por medio
de dos matrices P € DP*? y Q € DY las cuales satisfacen la relacion (3.1.1).
Sean L € D" y S € D™ P tales que R = LS vy sea ker(.S) = D'*™2S, Sy € D"™2*",

Entonces,
L
~ Nlxr 1x(g+r2)
ker(f) = D /(D {52})'

Demostracion. De la proposicion 3.1.2 sabemos que
Ker(f) = (DY*"8)/(D™7R),
luego ker(f) = (D'"S)/(D'*1LS), aplicamos entonces (3.2.3) y obtenemos

ker(f) = (DV"S)/(D¥9LS) = D7 /(DL + D'*"25,) =
Dlxr/(Dlx(q+r2) [L})

S
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Teorema 3.2.4. Sean R € DV y R’ € DY*? matrices y sean M := D'*? /(DX R),
M':= DY /(D™ R"). Sea f: M — M’ un D-homomorfismo definido por medio
de dos matrices P € DP*? y Q € D7, las cuales satisfacen la relacion (8.1.1).
Sean L € D" y S € D™ tales que R = LS vy sea ker(.S) = D'*™S, Sy € D"2*",
Entonces, para un homomorfismo f € Homp(M, M') se tiene que:

1. f es nulo si, y solo si, se cumple alguna de las siguientes condiciones:

(a) Ewiste una matriz Z € DP*? tal que P = ZR'. En tal caso, ewiste
Z' € D% tal que Q = RZ+Z'R),, donde la matriz R, € D%2*? satisface
ker(.R') = DR},

(b) S tiene inversa a izquierda.
2. f es inyectivo si, y solo si, se cumple alguna de las siguientes condiciones:

(a) Existe una matriz F € D™ tal que S = FR.

(b) La matriz [LT ST]T tiene inversa a izquierda.
3. [ es sobreyectivo si, y solo si, la matriz [PT RT]T tiene inversa a izquierda.

4. f es un isomorfismo si, y sdlo si, las matrices [LT SI|T y [PT R'™T]T admiten
mversa a izquierda.

Demostracion. 1. Por la parte 4 de la proposicién 3.1.2, tenemos que Im(f) = 0 si,
y s6lo si, D™PP 4+ D™ R' = D' R’ esto es, si, y s6lo si, (D™PP) C (D™ R'), lo
cual es equivalente a la existencia de una matriz Z € DP*¢ tal que P = ZR'. Asi,
reemplazando P = ZR' en la condicién (3.1.1), obtenemos

RZR' = QR < (Q — RZ)R =0.

Por lo tanto, existe Z’ € D9%% tal que Q — RZ = Z'R), lo cual prueba (a).
Veamos la prueba de (b). A partir del isomorfismo canénico Coim(f) — Im(f)
obtenemos de la parte 3 de la proposicién 3.1.2 que Imf = 0 si, y sélo si,

Coim(f) = D¥?/(D**"S) = 0 < D¥"S = DV*P,

es decir, si, y sélo si, S admite inversa a izquierda.

2. De la parte 2 de la proposicién 3.1.2, tenemos que ker(f) = 0 si, y sélo si,
DS = DR es decir, si, y sblo si, existe ' € D™ tal que S = FR. Ademés,
por el corolario 3.2.3, ker(f) = 0 si, y sélo si, DL + DS, = D" lo cual es
equivalente a que la matriz [LT SI]7 admita inversa a izquierda.

3. [ es un epimorfismo si, y sélo si, coker(f) = 0, lo cual es equivalente a
que D™PP 4 D™ R = DYP" (parte 5 de la proposicién 3.1.2). Esto tltimo es es
equivalente a que la matriz [PT R'T]T admita inversa a izquierda.

4. La afirmacién se sigue de 2(b) y 3. O
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3.3 Descomposiciones triangulares de SLF

En esta seccién estudiaremos la descomposicion triangular de sistemas lineales fun-
cionales. Para esto utilizaremos el grupo lineal general sobre D denotado por
GL,(D), esto es,

GL,(D):={U € D |3V € D»? : UV = VU = L},

donde I, denota la matriz idéntica de tamano p x p. Llamaremos a un elemento de
GL,(D) una matriz unimodular.

Proposicién 3.3.1. Sea P € DP*P. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Los D-mdédulos ker(.P) y Coim(.P) son libres de rangos m y p — m, respecti-
vamente, con 1 < m <p

2. Existen matrices U € GLy(D) y J € DP*P tales que
UP = JU, (3.3.1)

donde J es de la forma

0 O
- (p—m)xm (p—m)x (p—m)
J—[Jl JJ, JeD , Jo€eD ,

y [J1 Jo] tiene rango de filas completo, es decir, ker(.[J; J3]) = 0.

Ademds, U tiene la forma
U= [gj (3.3.2)
y satisface las siguientes condiciones:
(a) Uy € D™*P? define una base para ker(.P), es decir,
ker(.U) =0 y ker(.P) = D¥>™U,.
(b) Uy € DP=™>P define una base para Coim(.P) = D'*P/(D™™U,), esto es,
ker(.Uy) = 0 y Coim(.P) = DM>P=m)(),,

(c) Ewisten matrices matrices Wi € DP*™ y Wy € DP*P=™) tales que las siguientes
sucesiones son exactas hendidas:

0 — Dvxm Dy pixp W2 plx@-m) _,

0 — DX(=m) 22, pxr T, plxm g,
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(d) Se tienen las relaciones

U1P:O, UQP:J1U1+J2U2.

Demostracion. 1 = 2: supongamos que ker(.P) y Coim(.P) son libres de rangos m
y p — m, respectivamente. Ya que D es noetheriano, sea U; € D"*P una base para
ker(.P), esto es, ker(.U;) = 0 y ker(.P) = D™™[,. Se tiene entonces la sucesién
exacta

0 — D> 2y pYP 5 Coim(.P) — 0,

donde x es el homomorfismo candnico. Puesto que Coim(.P) es libre de rango p—m
se tiene un D-isomorfismo ¢ : Coim(.P) — D>®=™) v de aqui, el D-homomorfismo
por: DVP — DXP=m) con matriz W, € DP*(P=") en las bases canénicas. Resulta
entonces la sucesién exacta

0 — DYxm Dy pixp M2y plx@-m) _

Dado que D™~ es un D-mddulo libre, entonces es proyectivo, y asi la sucesién
anterior es hendida, lo cual significa que existen matrices Wy € DP*™ U, € DP=m)xp
tales que cumplen las identidades de Bézout:

{gﬂ Wy Wo] =1,, [W, Wy [gj =1,

Esto hace que la segunda sucesién en (c) también sea exacta hendida. Sea U definido
como en (3.3.2), entonces U~! = [W; W,| € DP*P y

B 0 0

- {(UQPU‘l)U} a [UgPU_l} v

_[nP
UP = [U2 P}

Podemos partir Uy PU ! en dos bloques y denotar

R -1 R O — 0 O pXp
[Jl JQ] = Uy PU , J = |:U2PU_1:| = |:J1 J2:| eD .

Con esta notacion,

U

UyP = U,PUTU =[], ) [U
2

] = JiUy + JoUs.

Finalmente, si A € ker(.(U;PU™')), entonces
MU PU™Y =0 < (AU)P = 0 < AU, € ker(.P) = DY™U,

4 El/,b € D1><m . )\UQ = uUl
S [—p A €ker(.U) =0,
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con lo cual A =0 ya que U es unimodular.
2 = 1: utilizando la relacién (3.3.1), y el hecho que U es una matriz unimodular,
tenemos el diagrama conmutativo

D1><p 413, D1><p

D1><p $ D1><p

el cual prueba que ker(.P) = ker(.J). Calculemos ker(..J): consideremos [A\; Ap] €
ker(..J), entonces Ao[J; Jo] =0,y dado que [J; Js] tiene rango de filas completo, se
sigue que Ay = 0y \; es un elemento arbitrario de D™ por lo tanto ker(..JJ) = D*™
y asi ker(.P) es un D-médulo libre de rango m.

Similarmente, Im(.P) & Im(.J) = DY>®P=™[J; J,], pero [J; J,] tiene rango
de filas completo, entonces D= ], J,] = D> ®=m)  Por lo tanto, Coim(.P) =
Im(.P) es un D-médulo libre de rango p — m, lo cual finaliza la demostraciéon. [

Los siguientes dos lemas son necesarios para la prueba del teorema 3.3.4 sobre
triangulacién de sistemas lineales funcionales.

Lema 3.3.2. Sean R € D¥P P € DP*P y ) € D7 matrices tales que RP = QR.
Sean U € GL,(D) yV € GL,(D) las cuales satisfacen

UP = JpU,
(3.3.3)
V@ = JoV,
para ciertas matrices Jp € DP*P y Jo € D99, Entonces,
[VRU Y Jp = Jo[VRU . (3.3.4)
Demostracion. Véase [6], Lema 3.2. O
Lema 3.3.3. Sean
7o {0 0}
P — )
J1 J
b (3.3.5)
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matrices de tamano p X p y q X q, respectivamente, con
= D(pfm)xm’ Jy € D(pfm)X(pfm), J5 € D(qfl)xl’ J, € D(qfl)X(qfl%
y1<m<p1<1<q. Ademds, sea R € D¥P una matriz tal que
RJp = JoR.
Si[Jy Jo| tiene rango de filas completo, entonces existen tres matrices Ry € D™ Ry €

Dla=bxm R e Dla=bxwe=m) tgles que

= |’ 0
R a-

(3.3.6)

Demostracion. Véase [6], Lema 3.3. O

Teorema 3.3.4. Sea R € D™ M := DY?/(DY™R) y f : M — M un D-
endomorfismo definido por las matrices P € DP*P y () € D1 tales que RP = QR.
Si ker(.P), Coim(.P), ker(.Q) y Coim(.Q) son libres de rangos m,p —m,l y q — 1,
respectivamente, con 1 < m < p y 1 <[ < q, entonces se tienen las siguientes
afirmaciones:

1. Ezisten matrices U € GL,(D) yV € GL,(D) tales que

P=U'JpU,
Q=V"JV,

donde Jp y Jo son las matrices definidas por la relacion (3.5.5). Las matrices
U yV estdn definidas por

U:Fﬂ,UﬁuWW,wepwmm
Us

V= {Vl} ., Ve Dqu7 Vy € D(q—l)Xq7
Va

donde las matrices de rango completo Uy y Vi, respectivamente, definen bases
para ker(.P) y ker(.Q), es decir,

ker(.P) = D™™Uy,
ker(.Q) = D'V,

y las matrices de rango completo Uy y Va, respectivamente, definen bases para

Coim(.P) = D7 /(D"""), Coim(.Q) = D'*/(D"'V}),
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2. La matriz R es equivalente a la matriz R := VRU™' € D*P.
3. Si denotamos por U™' := [W, Wa|, con Wy € DP*™ W, € DP*(P=™) entonces
B ViRW; 0

~ [VaRWy VaRW, |

Demostracion. 1. El resultado se sigue de la afirmacién 2 de la proposicién 3.3.1.

2. Puesto que U y V son matrices unimodulares, entonces R = V'RU.

3. Por el lema 3.3.2, la matriz R = VRU™! satisface la condicién (3.3.4). Asi,
aplicando el lema 3.3.3 a la matriz R, obtenemos que R tiene la forma triangular
(3.3.6), donde R, € D™ Ry € DW=Uxm v Ry ¢ Dl=0x(=m)  Por tiltimo, tenemos
que

= et [ViRWi ViRW,
R=VRU = [VQRWl R

con ViRW, € D™ VoRW, € DP=0xm v RW, € Da=0xm Vo RW, € DP=Dxp=m)
Notemos que necesariamente V; RWy = 0. ]

3.4 Idempotentes y descomposiciones diagonales

Veremos en esta seccion la descomposicion diagonal de sistemas lineales funcionales.
Iniciamos con dos lemas relativos a endomorfismos y matrices idempotentes.

Lema 3.4.1. Sea M un D-mddulo con sucesion eracta
pxe L2 plxa Foplxe Ty )
ysea f: M — M € Endp(M) definido por las matrices P € DP*P y ) € D1
tales que RP = QR. Entonces, f es un idempotente si, y solo si, existe una matriz
Z € DP*Y que satisface la iqualdad
P>=P+ ZR. (3.4.1)

En tal caso, existe una matriz Z' € D72 tal que

Q*=Q+ RZ+ Z'R,. (3.4.2)

En particular, si R es de rango de filas completo, es decir, Ry = 0, entonces

Q*=Q+ RZ. (3.4.3)
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Demostracion. A partir de la igualdad RP = QR obtenemos RP? = QRP, y de
aqui, RP? = Q?R, lo cual muestra que f2 : M — M puede ser definido por las
matrices P? y Q?. Por la parte 1 del teorema 3.2.4, el homomorfismo f? — f es nulo
si, y solo si, existen dos matrices Z € DP*1 y Z' € D9*% las cuales satisfacen las
condiciones (3.4.1) y (3.4.2). Esto finaliza la demostracion. O

Lema 3.4.2. Sea P € DP*P una matriz idempotente. Entonces las siguientes condi-
ciones son equivalentes:

1. ker(.P) e Im(.P) son libres de rangos m y p — m, respectivamente, donde
1<m<p.

2. Existe U € GL,(D) tale que

P=U1JpU,

0 0
o)

donde Jp tiene la forma

Ademads, U satisface

U:Fﬂ, Uy € D™, U, e Do
Us

donde las matrices de rango de fila completo Uy,Us son las bases de los D-
mddulos libres ker(.P), Im(.P), respectivamente, es decir,

ker(.P) = D™y, Im(.P) = D=,

Demostracion. Véase [6], Proposicién 4.3. O
Podemos ya probar el resultado principal de la presente seccion.

Teorema 3.4.3. Sea R € D™P M := DYP/(DY™R), y f: M — M un D-
endomorfismo idempotente definido por las matrices P € DP*P () € D79, las cuales
satisfacen (3.1.1) y ademds son idempotentes. Si ker(.P), Im(.P),ker(.Q), Im(.Q)
son libres de rangos m,p — m,l, q — [, respectivamente, con 1 < m < p,1 <[ <gq,
entonces:

1. Ezisten matrices U € GL,(D) yV € GL,(D) tales que

P=U"1'JpU,
Q=V"JyV,
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donde Jp y Jg son las matrices

— 0 0 pPXp
Jp = |:O [pm:| e DP*P

— 0 0 axq
JQ = |:0 [ql:| eD .

Ademds, las matrices U y V' satisfacen

U= {gl} . U, e D™P Uy,e DP—mxp
2

V = {gl} N VANS Dlxq7 V, € Dla—bxaq
2

donde las matrices de rango de fila completo Uy, Us, V1,V son las bases de los
D-mddulos libres ker(.P), Im(.P), ker(.Q), Im(.Q), respectivamente, es decir,

ker(.P) = DY"U,, Im(.P) = D*@-m),
ker(.Q) — Dle‘/l,Im(.Q) — Dlx(qfl)‘/Z'

2. La matriz R es equivalente a la matriz R == VRU .
3. Si denotamos U™ = [W, W], con Wi € DP*™ W, € DP*P=™)  entonces

— [viRw, 0
R= [ 0 v RWJ. (3.4.4)

Demostracion. 1. El resultado se obtiene directamente del lema 3.4.2.
2. Evidente. B B
3. Segun 1, podemos aplicar el lema 3.3.2 y obtener que RJp = JgR. La matriz

R se puede escribir en la forma
- Ri1 Ry
R=|w" =7,
Em R22‘|

con Ry € D™ Ry € DX=m) Ry € Dla=bxm R, e Da=0xp=m) lyego
— 0 R — 0 0
RJ — — J R = |[— J— ,
P |:0 R22‘| Y e {Rm R22‘|
conlo cual Ris = 0y Roy = 0. Yaque ViRW; € D™ VoRW, € DU-Dxm Vi RW, €
DX @e=m) Y, RW, € D@=Dx(=m) antonces

i Ry O _VRU- = ViRW, ViRW,|  [ViRW, 0
T 10 Reo| | VoRW, VoRW,| — 0 VoRWo |
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3.5 Descripcion del espacio de soluciones

Concluimos este capitulo con un teorema relativo a la descripcién del moédulo de
F-soluciones de un sistema lineal funcional, en el caso en que el médulo asociado
disponga de un endomorfismo idempotente no trivial.

Para el teorema central necesitamos dos resultados preliminares.

Lema 3.5.1. Sean R € D?*?, M = DY? /(DY MR) y f : M — M un D-endomorfismo
definido por las matrices P € DP*P y ) € D1 tales que RP = QR. Entonces, las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. f es un idempotente.

2. Existe X € DP*" tal que
P=1I,-X5, (3.5.1)
donde S € D"™P es la matriz definida en la proposicion 3.1.2.

En tal caso, el siguiente diagrama es conmutativo, exacto y la tercera columna

es hendida:

0

T {.P f#

D1><q D1><p il - M -0
tdy—f

Y

ker(f)
Y
0

con k como en (3.2.2), T como en (3.2.1) y f# es definido mediante la sucesion
exacta corta hendida

0 = ker(f) = M £ Coim(f) — 0, (3.5.2)

F#(p(m)) := f(m), me M.

Demostracion. Véase [6], Proposicién 4.1. O
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Proposicién 3.5.2. Sean R € D?? y S € D"™P matrices tales que (D' IR) C
(D'*rS). Entonces, M' := DY?/(D'*"S) es isomorfo a un sumando directo de
M := D'?/(D'*R), esto es,

M = M' & ker(p), (3.5.3)
si, y solo si, existen dos matrices X € DP*"'T' € D" tales que
S—SXS=TR, (3.5.4)

con p: M — M definido por p(w(N\)) = k(\), X € D¥*P y 7 : DVP — M,
Kk : DYP — M’ los homomorfismos candnicos.

Demostracion. Véase [6], Proposicién 4.2. O

Probaremos entonces el teorema central sobre factorizacién de sistemas lineales
funcionales y el célculo de las F-soluciones dado por kerz(R.).

Teorema 3.5.3. Sean R € D¥*P, M := D'?/(D'™4R) y f € Endp(M) un idem-
potente no trivial definido por matrices P € DP*P y Q € D?? tales que RP = QR.
Ademas, sean S € D™P L € D" X € DP*" y Sy € D™*" matrices tales que

Coim(f) = DV*/(DV"S),

R=1LS,

I, - P=XS5,

ker(.S) = D'*"28,.
St F es un D-modulo inyectivo, entonces cualquier solucionn € FP de Rn = 0 tiene
la forma n = (+ X7, donde ¢ € FP es una solucion de S =0 y 1 € F" es una

solucion del sistema
Lt =0, (35.5)
527' =0. o

La integracion del sistema Rn = 0 es equivalente a la integracion de los dos sistemas
independientes SC =0 y (3.5.5).

Demostracion. Para comenzar observemos primero que las condiciones impuestas a
S fueron dadas en el lema 3.5.1, la proposiciéon 3.1.2 y el corolario 3.2.3.

Aplicando el funtor Homp( ,F) al diagrama conmutativo exacto (3.2.2), del
teorema de Malgrange (teorema 2.2.1), y dado que F es un D-médulo inyectivo,
obtenemos el siguiente diagrama conmutativo exacto:

0 — kerg(R.) - FP L F4

0
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Veamos primero que cualquier elemento de la forma n = ( + X7, donde ( € FP
satisface S¢ = 0 y 7 € F" satisface (3.5.5), es una solucién de Rn = 0: dado que
R=LSy S¢ =0, tenemos que

Rn=R(+ R(X7)=L(S()+ R(XT) = R(XT).

Puesto que T satisface la segunda ecuacién de (3.5.5), y considerando la exactitud de
la tltima sucesiéon horizontal en el diagrama anterior, entonces existe 7 € F? tal que
7 = S7. Sustituyendo esta relacién en la primera igualdad de (3.5.5), obtenemos

0= Lt = L(S7) = Rn.
Asi, por (3.5.1) y la relaciéon RP = QR, tenemos
n—Pn=XS7=X1= Ryj— RP7=R(X7T)= R(X7)=Rnp—QRn=0.

Este ultimo resultado prueba que Rn = R(X7) = 0, es decir, que ( + X7 es una
solucién del sistema Rn = 0.

Veamos ahora que cualquier soluciéon € F? de Rn = 0 tiene la forman = (+ X7,
donde ¢ € FF satisface S = 0 y 7 € F" satisface (3.5.5). Consideremos n € F?
tal que Rnp = 0, esto es, (LS)n = 0. Por el diagrama conmutativo anterior, tenemos
que el elemento 7 € F" definido por 7 := S, satisface (3.5.5). Por tanto, de (3.5.4)
obtenemos que el elemento  :=n — X7 cumple

5¢ = 5n—S(X(Sn)) = T(Rn) = 0.



Capitulo 4

Bases de Grobner y aplicaciones

Los célculos efectivos involucrados en los resultados presentados en los capitulos 2
y 3 requieren del uso de bases de Grobner o de librerias y paquetes de cémputo que
utilizan dichas bases. En este tltimo capitulo vamos a presentar los principales in-
gredientes de la teoria no conmutativa de las bases de Grobner para las extensiones
PBW torcidas y su aplicacién para realizar algunos de los cdlculos mencionados
anteriormente. La teoria completa puede ser consultada en [21] y ha sido imple-
mentada para MAPLE mediante librerias en [8]. Para otros célculos de los capitulos
2 y 3 también se usara la teorfa particular de bases de Grobner para édlgebras de
Ore que ha sido desarrollada en [6] e implementada para MAPLE en [5]. La teoria no
conmutativa de la bases de Grobner también puede ser consultada en [3], [15] y [23]
y las implementaciones para SINGULAR en [13]. En la tltima seccién del capitulo
ilustraremos con ejemplos concretos sobre dlgebras de Ore algunos de los resultados
haciendo uso de estas herramientas computacionales.

4.1 Inventario de matrices y objetos a calcular

En esta primera seccién haremos un inventario de las matrices y demés objetos
algebraicos que deben ser efectivamente calculados para que los resultados presenta-
dos en los capitulos anteriores sean no solo tedricamente interesantes sino también
puedan ser implementados y aplicados.

1. Establecer de manera efectiva si un SLF es auténomo, controlable, para-
metrizable, mediante el calculo de la torsién t(M) de su médulo asociado M.
Para esto, calcular Exth, (M7, D) y el dual M*. Véase las definiciones 2.1.14
- 2.3.1, los teoremas 2.3.2 - 2.3.3 y los corolarios 2.3.4 - 2.3.5.

2. Célculo de la matriz ) de parametrizacion de un SLF parametrizable. Véase
la definicién 2.3.1.

49
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10.

11.

12.

13.

Calculo de la inversa a izquierda de la matriz (), cuando la parametrizacion
del sistema es inyectiva, definicién 2.3.1. También la inversas a izquierda de
la matrices del teorema 3.2.4. De manera més general, esta tarea induce el
calculo de la inversa a izquierda de una matriz.

Calculo de las matrices Py @ de (3.1.1) en la proposicién 3.1.1.

Calculo de Homp(M, M") cuando M y M’ son médulos de presentacién finita.
Véase la proposicién 3.1.1.

Dada una matriz R € D9, célculo de ker(.R). De forma més general, célculo
del médulo de sicigias de un submédulo finitamente generado de D'*4. Véase
la proposicién 3.1.2.

Calculo de las matrices S'y T" en la proposicién 3.1.2

Dadas las matrices R y S, calculo de la matriz L para la factorizacion R = LS
en los teoremas 3.2.1 y 3.2.4.

Calculo de las matrices Z y F' en el teorema 3.2.4. Este célculo se puede
abordar de manera mas general como un problema de membresia mediante el
algoritmo de division.

Para dos médulos de presentacion finita M y M’y f € Homp(M, M), deter-
minar mediante el punto anterior, si f es inyectivo, sobreyectivo, biyectivo.

Calculo de las matrices U y V' de la proposicién 3.3.1 y el teorema 3.3.4, y asi,
calcular la forma triangular R en el teorema 3.3.4.

Calculo de las matrices U y V' del teorema 3.4.3, y con esto, calcular la forma
diagonal R en dicho teorema.

Calculo de espacio de soluciones kerz(.R). Para este propdsito, calcular las
matrices X y 5o en el lema 3.5.1 y el teorema 3.5.3.

4.2 Bases de Grobner

Los resultados constructivo-matriciales presentados en los capitulos 2 y 3 fueron
probados en general para dominios noetherianos tanto a izquierda como a derecha
(véase por ejemplo los teoremas 2.3.2 - 2.3.3 y la introduccién al capitulo 3). Sin em-
bargo, para realizar los calculos requeridos en la seccién anterior es necesario asumir
que D sea un anillo de tipo polinomial y asi poder utilizar como herramienta la teoria
de bases Grobner. Esta teoria computacional ha sido suficientemente estudiada y
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desarrollada de manera general para anillos no conmutativos de tipo polinomial
(véase por ejemplo [3], [11], [15], [21], [23]).

A pesar de que la mayor parte de los ejemplos concretos de SLF son sobre ex-
tensiones de Ore (véase la seccién 4.5 més adelante) y las teoria de Grobner para
este caso particular es bien conocida, la teoria de bases de Grobner que presentare-
mos de manera muy resumida en la presente seccion sera para extensiones PBW
torcidas biyectivas. La razon para hacerlo de esta manera general es pensando en
el problema 4.5.5 y también considerando que estas extensiones generalizan las de
Ore de tipo biyectivo, y ademas cubren los ejemplos notables de SLE'.

Incluir de manera completa en la presente monografia la teoria de las bases de
Grobner para las extensiones PBW torcidas ocuparia demasiado espacio (véase la
parte IIT del libro [21]). Nosotros presentaremos solo los ingredientes principales y
remitimos al lector a [21] para las pruebas y todos los detalles.

En esta seccion A = o(R) (z1,...,%,) denotard una extension PBW torcida
biyectiva de un anillo R. No debe presentar confusion el anillo R de coeficientes de
la extension A con la notacion que usamos en los capitulos 2 y 3 para la matriz de
un sistema lineal funcional. Mon(A) denotard el conjunto de monomios esténdar de
A (véase la definicién 1.3.3). En adelante usaremos también la siguiente notacién.

Definicién 4.2.1. Sea o; como en la proposicion 1.3.4, 1 < i <n.

(i) Para o = (aq,...,a,) € N, denotamos c® := o - - 02", |a| .= a1+ -+ .
Si = (Pry...,0n) € N, entonces a+ f := (a1 + b1, ..., + Bn).

(ii) Para X =z € Mon(A), exp(X) := a y deg(X) := |af.

(iii) Sea 0 # f € A, t(f) es el conjunto finito de términos que conforman f, es
decir, si f = 1 X1+ -+ Xy, con X; € Mon(A) y ¢; € R— {0}, entonces
(f) = {aXn.....a X},

(iv) Sea f como en (iil), entonces deg(f) := max{deg(X;)}_;.
Usaremos la siguiente caracterizacion de las extensiones PBW torcidas.

Teorema 4.2.2. Sea A un anillo polinomial a izquierda sobre R con respecto a
{z1,...,2,}. FEntonces, A es una extension PBW torcida de R si, y sdlo si, se
cumplen las siguientes condiciones:

(a) Para cada z® € Mon(A) y cada 0 # r € R existen elementos unicos 1, =
0%(r) € R—{0} y pa, € A tales que:

1 = 102" + Do, (4.2.1)

donde po, = 0 6 deg(pa,) < || si pa, # 0. Ademds, sir es invertible a
izquierda, entonces r, es invertible a izquierda.
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(b) Dados x*,2° € Mon(A) existen cop5 € R Yy pas € A tinicos tales que
12 = co 32T + po s, (4.2.2)
donde ¢, 5 es invertible a izquierda, p, s =0 0 deg(pag) < |+ 5| st pas # 0.

A continuacién presentamos en forma muy resumida los principales ingredientes
de la teoria de las bases de Grobner.

1. Ordenes monomiales en Mon(A).

Sea > un orden total definido en Mon(A). Si x® = 2 pero ¢ # x° se escribe
2® = 28, 2% < 2% siginifica que 2® = 2%. Sea f # 0 un polinomio de A, si
f=aXi+ - +aXy, coneg € R—{0}y X3 > -+ > X; los monomios de
f, entonces Im(f) := X; es el monomio principal de f, lc(f) := c1 es
el coeficiente principal de f y lt(f) := 1 X, es el término principal de
f. Si f =0, se define Im(0) := 0,1¢(0) := 0,1t(0) := 0, y X > 0 para cada
X € Mon(A).

Definicién 4.2.3. Sea = un orden total en Mon(A), se dice que > es un
orden monomial sobre Mon(A) si se cumplen las siguientes condiciones:

(i) Para cualesqueira z°, x®, 27, 2> € Mon(A)
2P = 2% = Im(272P2) = Im(x72%2?).
(ii) z* = 1, para cada z* € Mon(A).

(iii) = compatible, es decir, |B| > |a| = 27 = z°.

Los 6rdenes monomiales se conocen también como ordenes admsisibles.

Proposicién 4.2.4. Cada orden monomial sobre Mon(A) es un buen orden.

En adelante asumiremos que Mon(A) estd dotado con un orden monomial.

Definicién 4.2.5. Sea 2%, 2% € Mon(A), se dice que 2 divide a 2°, 2® | 27,
si existen 7, 2> € Mon(A) tales que z° = Im(z72%2*). Cada monomio de
Mon(A) divide al polinomio nulo.

Observacién 4.2.6. (i) Se puede probar que z® | z° si, y sélo si, existe
o € N" tal que f =d + a.

(ii) En Mon(A) cada par de elementos tiene minimo comiun maltiplo: en
efecto, si 2%, 2 € Mon(A), entonces

lcm(xa, lﬂ) = $77 con 7y = (’717 s 77n)7 Vi = max{ai, 62}7 1 < i <n.



4.2. BASES DE GROBNER 53

2. Reduccién en A.

Definicién 4.2.7. Sea F' un conjunto finito de elementos no nulos de A, y
sean f,h € A. Se dice que f se reduce a h mediante F' en un paso, lo cual

se denota por f N h, si existen fi,...,fi € F yry,...,r € R tales que:

(i) Im(f;) | Im(f), 1 < i < t, es decir, existe % € Mon(A) tal que a; +
exp(Im(fi)) = exp(im(f)).

(i) le(f) = ro® (le(f1))can,p+- -+ 10 (le(fi))Car,pe s donde cq, z, SON cOMO
en el teorema 4.2.2, es decir, Co, 1, = Ca;exp(im(f;))-

(ili) h=f =Y mx® fi.

Se dice que f se reduce a h mediante F, lo cual se denota por f i>+ h, si
existen hy, ..., hy_1 € A tales que

F F F

F
> hg > hy_y —— h.

f — ha
f es reducido (también llamado minimal) con respecto a F si f = 0 o
alguna de las condiciones (i) o (it) no se cumple. En caso contrario se dice

que f es reducible con respecto a F. Si f inr h y h es reducido, entonces

se dice que h es un restduo para f con respecto a F'. Por definicion, 0 — 0.

En cualquier versién de la teoria de bases de Grobner es clave el ingrediente de
reduccion. En nuestra definicion resulta necesario imponer condiciones com-
putationales al anillo R de coeficientes para poder resolver ecuaciones lineales
en R, tal como se observé en la condicién (ii) de la definicién 4.2.7.

Definicién 4.2.8. Un anillo R es Grébner soluble a izquierda (LGS) si
se cumplen las siquientes condiciones:

(i) R es noetheriano a izquierda.

(ii) Dados a,r1,...,mm € R existe un algoritmo que permita decidir si a
pertenece al ideal izquierdo Rri+- - -+ Rry,, y en caso afirmativo, calcular
bi,...,by € R tales que a = byry + -+ + byyrom.

(iii) Dados ry,...,rm € R existe un algoritmo que permita encontrar un con-
junto finito de generadores para el R-maodulo izquierdo

Syzgrlr1 -+ rm) ={(1,...,0m) € R™ | byry + -+ + b1y, = 0}

Observacién 4.2.9. En adelante asumiremos que A es una extension PBW
torcida biyectiva de R (véase las definiciones 1.3.3 y 1.3.5), donde R satisface
las siguientes condiciones: (a) R es un dominio (b) R es LGS. (c) R es
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Teorema 4.2.10. Sea F' = {fi,..

produce polinomios qi, . . .
[ hy

noetheriano a derecha. Bajo estas hipétesis, es conocido que A es también un
dominio noetheriano a ambos lados (véase [21] para las propiedades de anillos
y modulos y las propiedades homoldgicas de las extensiones PBW torcidas).

. Algoritmo de la divisién.

f=ah+ - +afi+h

Im(f) = max{im(ilm(q)lm(f1)), ..., Im(Im(q)lm(f;)),Im(h)}.

OUTPUT: q4,...

Division algorithm in A

sqi,h € Awith f =qfi + -+ qf: + h, h reduced

w.r.t. {fi,..., fi} and
Im(f) = max{im(im(q)Im(f1)),...,Im({Im(q)Im(f)),im(h)}

INITTALIZATION: ¢; :=0,¢2:=0,...,¢. :=0,h := f
WHILE % # 0 and there exists j such that Im(f;) divides Im(h) DO

Calculate J := {j |Im(f;) divides Im(h)}

FOR j € J DO
Calculate o; € N™ such that a; + exp(Im(f;)) =
exp(Im(h))

IF the equation lc(h) = 32 ;o (le(f;))cay,s; is soluble,
where cq; 5, are defined as in Theorem 4.2.2 THEN

Calculate one solution (1;)jcy

hi=h—>% . ;rjx% f;

FOR j € J DO
qj = qj + 1T
ELSE

Stop

. Ji} un conjunto finito de polinomios no
nulos de A y sea f € A. FEntonces, el siguiente algoritmo de division
,qi,h € A, con h reducido respecto de F, tales que
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Ejemplos concretos de ilustracion del algoritmo han sido realizados a mano en
[21]. El algoritmo por supuesto puede ser aplicado para dlgebras y extensiones
de Ore de tipo biyectivo. En la seccién 4.4 veremos que este algoritmo ha sido
implementado para MAPLE en [§].

. Bases de Grobner de ideales izquierdos.

Definiremos ahora las bases de Grobner para los ideales izquierdos de las ex-

tensiones PBW torcidas.

Definicién 4.2.11. Sea [ # 0 un ideal izquierdo de A y sea G un conjunto
finito no vacio de polinomios no nulos de I. Se dice que G es una base de
Grébner de I si cada elemento 0 # f € I es reducible respecto de G. {0} es
una base de Grobner para I = 0.

Teorema 4.2.12. Sea I # 0 un ideal izquierdo de A y sea G un conjunto finito
no vacio de polinomios no nulos de I. Entonces las siguientes condiciones son
equivalentes:

(i) G es una base de Grébner de I.
(ii) Para cada polinomio f € A,
f €l si, ysolo si, f i>+ 0.
Corolario 4.2.13. Sea I # 0 un ideal izquierdo de A.

(i) Si G es una base de Grobner de I, entonces I = (G} (ideal izquierdo de
A generado por G).

(ii) Sea G una base de Grobner de I, si f € I y f ihr h, con h reducido,
entonces h = 0.

. Algoritmo de Buchberger.
Veremos a continuacién que cada ideal izquierdo de A tiene bases de Grobner

y mostraremos un algoritmo para calcularlas.

Definicién 4.2.14. Sea F :={g1,...,9s} C A, X el minimo comin mailtiplo
de {im(g1),...,lm(gs)}, 0 € N*, B; :=exp(Im(g;)) v v € N de tal forma que
vi + Bi = exp(Xp), 1 <i <s. Sea Bpgp un conjunto finito de generadores en
R? de

Sro = Syzrlo"(le(g))eyrop -+ 07 (le(gs))eyr0,8.)].

Para 6 =0:=(0,...,0), Spy serd denotado por Sp y Brg por Bp.
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Teorema 4.2.15. Sea F' = {f1,..., fs} un conjunto finito de polinomios no
nulos de A. El siguiente algoritmo produce una base de Grobner para el ideal
izquierdo (F'} de A (P(X) denota la coleccion de subconjuntos de X):

Buchberger’s algorithm for
bijective skew PBW extensions

INPUT: F:={f,,....fY CA fi#£0,1<i<s
OUTPUT: G ={¢1,...,9:} a Grébner basis for (F'}
INITIALIZATION: G :=0,G' :=F
WHILE G’ # G DO
D := P(G") — P(G)
G:=G
FOR each S :={gi,...,9:;.} € D DO
Compute Bg
FOR each b= (by,...,b;) € Bs DO

Reduce Z?Zl b7 g;, —Gl—>+ r, with r reduced
with respect to G' and ~y; defined as in Defini-
tion 4.2.14

IF r #0 THEN G =G U{r}

Corolario 4.2.16. Cada ideal izquierdo de A tiene una base de Grobner.

Ejemplos concretos de ilustracion del algoritmo de Buchberger han sido rea-
lizados a mano en [21] para &lgebras que son extensiones PBW torcidas y
que incluyen como caso particular las extensiones y algebras de Ore de tipo
biyectivo. En la seccién 4.4 veremos que este algoritmo también ha sido im-
plementado para MAPLE en [§].

. Bases de Grobner de submédulos de A9, g > 1.

La teoria de bases de Grobner que presentamos en los numerales anteriores
puede ser generalizada a los submédulos del A-mdédulo izquierdo libre A,
g > 1. Notemos que para ¢ = 1 obtenemos los ideales izquierdos de A.
Invitamos a los lectores a consultar en [21] la construccién completa ya que
la teoria de Grobner de submoédulos es la que se aplica principalmente en los
calculos matriciales de la seccion 4.1 y que realizaremos en la proxima seccién.
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7. Extensiones PBW torcidas a derecha y bases de Grobner a derecha.

A pesar que la teoria constructiva que estudiamos en los capitulo 2 y 3 y que
la mayoria de los célculos matriciales que senalamos en la secciéon 4.1 corres-
ponden a médulos a izquierda, algunas construcciones involucran modulos a
derecha, por ejemplo, el médulo dual M* es un D-mddulo derecho, 1o mismo
que M7 (véase el numeral 1 de la seccién 4.1). Es conveniente por lo tanto
anotar que existe la teoria de bases de Grobner para médulos a derecha y
la nocién de extensiones PBW torcidas a derecha, es decir, disponiendo los
coeficientes de la extensién A por el lado derecho (véase [21]). Puesto que
estamos asumiendo que las extensiones son biyectivas, entonces en [21] se
establece que toda extension a izquierda se puede interpretar también como
una extension a derecha; si ademéds asumimos que el anillo R de coeficientes es
también Grobner soluble a derecha, entonces para una extension A podemos
contar con todos los resultados de la teoria de bases de Grobner para mdédulos
derechos sobre A. Se debe senalar que en todos los ejemplos notables de
extensiones PBW torcidas el anillo de coeficientes es un dominio Grobner
soluble a ambos lados (por ejemplo, un cuerpo, un anillo de polinomios con
coeficientes en un cuerpo, etc), véase el capitulo 2 de [21].

Observacién 4.2.17. Teniendo en cuenta que el anillo habitual de polinomios y
las extensiones de Ore de tipo biyectivo son ejemplos de extensiones PBW torcidas
biyectivas, entonces la teoria de bases de Grobner que hemos presentado puede ser
aplicada a esos dos casos particulares. Asi, la teoria clasica de bases de Grobner de
los anillos de polinomios conmutativos con coeficientes en cuerpos queda cubierta
con lo que hemos presentado.

4.3 Calculos matriciales usando bases de Grobner

Con las herramientas de bases de Grobner presentadas en la seccién anterior es
posible realizar los célculos senalados en la seccion 4.1. Nos disponemos ahora a
mostrar algunos de esos calculos mediante procedimientos y algoritmos los cuales
incluyen el uso de las bases Grébner. Asumiremos que D := A = o(R) (z1,...,x,) es
una extension PBW torcida biyectiva de un dominio R el cual es Grobner soluble a
ambos lados (véase la observacién 4.2.9 y el numeral 7 al final de la seccién anterior).

A. El problema de la membresia.

Sea F:={f1,...,fs} CAel:=(F} elideal izquierdo de A generado por F.
El problema de la membresia consiste en determinar si se puede de manera
efectiva decidir si un elemento f de A pertenece a I. La teoria de bases de
Grobner proporciona una forma facil de responder a esta pregunta. En efecto,
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sea G una base de Grobner de I (véase el corolario 4.2.16); haciendo uso
del algoritmo de la divisién (teorema 4.2.10) es posible obtener polinomios

hi,...,hy;h € A, con h reducido respecto de G, tal que f ihr hy f=
@ fi + -+ qfi + h, pero segin el corolario 4.2.13, si h # 0, entonces f ¢ I,
y si h = 0, entonces f € I.

El problema de la membresia puede ser extendido a submoédulos de A*¢:
sea F' := {f,,...,f,} un conjunto finito de vectores no nulos de A7 y
M = {(fy,...,f,) el A~submddulo de A'*? generado por f,...,f,; sea G =
{91, --.,9,} una base de Grobner para M y f € A*%; con el algoritmo de la
divisién encontramos Iy, ...,l; € Ay h € A reducido respecto de F tal que
f=lg, +---+1:9,+ h; luego, f € M si, y s6lo si, h = 0.

El siguiente teorema complementa lo anterior y permite expresar f como A-
combinacion lineal de f,..., f, cuando f&€ M. La prueba consiste en aplicar
el algoritmo de Buchberger para médulos (véase [21], capitulo 15).

Teorema 4.3.1. Sea F = {f,,...,f.} un subconjunto finito de vectores no
nulos de A1 yG ={g,,...,9,} una base de Grobner de M := (F). Entonces,
existen matrices H € A y Q € A% tales que

G=HF and F = QG, (4.3.1)
donde G .= (gy,...,9,) € Ay F:=(f,...,f,)" € A4,

Observacién 4.3.2. El problema de membresia y el teorema 4.3.1 permiten
realizar el clculo 9 de la seccién 4.1. En efecto, dadas las matrices P € AP*¥
y R € A7*7 se debe calcular Z € AP*9 de tal forma que P = ZR', pero esto
es equivalente a probar que (D*PP) C (D™ R'), es decir, que cada fila de
P pertenece al A-médulo generado por las filas de R'. Para esto calculamos
una base de Grobner G’ para el médulo generado por las filas de R/, tenemos
entonces que (G') = (R) y

(P) € (R) < (P) ().

Tomamos cada fila de P y aplicamos el algoritmo de la divisién con los elemen-
tos de G, si algun residuo es no nulo, entonces tal matriz Z no existe. Si cada
residuo es nulo, entonces existe una matriz L conformada por los polinomios
cociente que resultan en el agoritmo de divisién tal que P = LG, aplicamos el
teorema 4.3.1 y encontramos una matriz H tal que G' = HR', por lo tanto, la
matriz Z existe y es dada por Z := LH. De otra parte, para el calculo de la
matriz I’ en el teorema 3.2.4, dada la matriz S, F satisface S = F'R si, y sélo
si, el médulo generado por las filas de S esta incluido en el médulo generado
por las filas de R. Procedemos entonces como vimos para el calculo de Z.
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Otra eventual aplicacion del procedimiento de membresia es realizar el calculo
2 de la seccién 4.1 ya que By F™ son médulos y la matriz (Q de parametrizacion
satisface B = QF™.

. Célculo de sicigias.

Sea M := (f,,...,f,) un submédulo finitamente generado de A'*9. Recorde-
mos que el mdédulo de sicigias de M, denotado Syz(M), estd conformado
por los vectores h = (hy, ..., hs) € AY™* tales que

Iafyt et hof =0,
Si denotamos por F' la matriz F := (f,...,f,) € A**% entonces
Syz(M) :={h € AY¢ | hF = 0} = ker(.F),

con .F definido por .F : A™* — A™4 e, s e;F = f,, donde {e;}i_, es la
base candnica de A*. También escribiremos

Syz(F) := Syz(M) = Syz({f1,---, fs})- (4.3.2)

Puesto que A es un A-médulo noetheriano y Syz(M) es un submédulo de
A1*s entonces Syz(M) es finitamente generado y determina una matriz cuyas
filas son sus generadores.

El calculo de Syz(M) se realiza en dos pasos (para todos los detalles véase
[21], capitulo 15): primero calculamos una base de Grobner G = {g,,..., g,}
para M y también calculamos Syz(G) = Syz({g1,---,9,}) < A luego,
como segundo paso, construimos un sistema de generadores para Syz(M) a
partir de un sistema {s,..., s} de generadores de Syz(G).

Con la notacion del teorema 4.3.1, sean 74, ..., ry las filas de I,—(Q H, entonces

se tiene el siguiente resultado.

Teorema 4.3.3. Con la notacion anterior,
Syz(F) = Syz(M) = Syz({f1,.- .. f.}) = (s1H,...,sH,r,...,15).

Observacién 4.3.4. Es claro que los célculos 6 y 7 de la seccién 4.1 corres-
ponden a calcular médulos de sicigias. Para 8, una vez se tenga la matriz S
mediante el calculo en 7, la matriz L se calcula por membresia. Lo mismo
ocurre para el célculo de X en 13. El cdlculo de la matriz S, es por sicigias.
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C. Matriz de presentaciéon de un modulo.

Dado un sistema lineal funcional, sabemos que el moédulo asociado es fini-
tamente generado y tiene una presentacién finita, véase (2.2.4). Veamos
ahora que si M := (fy,...,f,) es un submdédulo finitamente generado de
A™4 entonces podemos asociar a M una presentacion finita con su respectiva
matriz de presentacién: en efecto, se tiene el A-homomorfismo sobreyectivo
w: A — M, e;— f,;, 1 <i<s, calculamos la matriz IT de sicigias de M y

obtenemos la presentacion finita A0 I A1xs Iy Mf ——5 0, M = AT /AT

Calculo de la inversa a izquierda de una matriz.

Vamos ahora a presentar un algoritmo que determina si una matriz rectangular
dada con entradas en A tiene inversa a izquierda, y en caso positivo, calcular
una inversa. Un algoritmo similar se puede construir para inversas a derecha
(véase [21], capitulo 17). El algoritmo estd soportado en el siguiente hecho
tedrico valido sobre cualquier anillo.

Proposicion 4.3.5. Sea F' una matriz rectangular sobre A de tamano r X s.
Si I tiene inversa a izquierda, entonces r > s. Ademds, F' tiene inversa a
izquierda si, y solo si, el médulo generado por las filas de F coincide con A5,

Corolario 4.3.6. Sea F € A" una matriz rectangular. FEl siguiente algo-
ritmo determina si F' tiene inversa a izquierda, y en caso positivo, calcula una
nversa a izquierda de F':
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Algorithm for the left inverse of a matrix

INPUT: A rectangular matrix F' € A™*¢

OUTPUT: A matrix L € A**" satisfying LF = I, if it exists,
and 0 in other case
INITIALIZATION:
IF r <s
RETURN 0
IF r > s, let G := {g4,...,9,} be a Grobner basis for
the left submodule generated by rows of F' and {e;};_; be the
canonical basis of A, Use the division algorithm to verify
if e; € (G) for each <i <s.
IF there exists some e; such that e; ¢ (G),
RETURN 0
IF (G) = A let H € A™" with the property G = HF', and
consider K := [k;;] € A¥*', where the k;;’s are such that

e, = kg, +kiogy +--- + kpg, for 1 <i <s.

Thus, I, = KG
RETURN L:=KH

Observacién 4.3.7. Es claro que el algoritmo anterior permite realizar el
calculo 3 de la seccién 4.1.

. Célculo de bases de médulos libres.

Dado un médulo establemente libre (definicién 2.1.1) con una presentacion
minimal, vamos a determinar si dicho médulo es libre, y en caso afirmativo,
calcular una base. La siguiente definicién y resultados se pueden enunciar para
anillos arbitrarios, pero seguiremos asumiendo que A es una extension PBW
torcida con las hipdtesis que hemos fijado (véase la observacién 4.2.9).

Definicion 4.3.8. Sea M un A-mddulo con presentacion finita

AV Iy g By g g,

Se dice que la presentacion es minimal si f, tiene inversa a izquierda.

En tal caso se tiene la siguiente sucesién exacta

0— AV Iy gt Sy pp g, (4.3.3)
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Proposicion 4.3.9. Sea M un A-mdodulo. M es establemente libre si, y solo
si, M tiene una presentacion minimal.

Teorema 4.3.10. Sea M un A-mddulo establemente libre con presentacion
minimal (4.5.5). Sea g1 : A" — AY*® tal que g1fi = iqixs. Las siquientes
condiciones son equivalentes:

(i) M es libre de dimension r — s.

ii) Existe una matriz U € GL.(A) tal que UG, = Ls , donde G es la
0

matriz de g1 en las bases candnicas. En tal caso, las ultimas r — s filas
de U conforman una base para M. Ademds, las primeras s filas de U
constituyen Fy := m(f1), la matriz de f; en las bases candnicas.

Nuestro siguiente algoritmo calcula la matriz U del teorema 4.3.10, si existe,
y en tal caso, una base para el médulo M. Recordemos que U es invertible
si, v s6lo si, las filas de U conforman una base de A™". Ya que f; es inyec-
tiva, Syz(F;) = 0, por lo tanto, para construir U debemos encontrar vectores
91,5 9,_ € Syz(Gy) tales que {Fiq),..., Fis),91,---,9,_,} sean una base
para A", donde Gy :=m(g1) es la matriz de g1 en las bases canénicas y Fi;
denota la i-ésima fila of Fi, 1 <17 < s.



4.3. CALCULOS MATRICIALES USANDO BASES DE GROBNER 63

Algorithm for computing bases

INPUT: A nonzero stably free module M given by the minimal
presentation (4.3.3).

0
G1 = m(g1), and such that the last » — s rows of U conform
a basis for M and the first s rows of U conform the matrix
Fy =m(fy), if U exists. Otherwise, return 0.
INITIALIZATION: Compute a finite set of generators X =

{91, .., 9;} for Syz(Gy).
IFl<r—s

RETURN 0
IF [ > r—s, for each subset {ggl, ce gfﬁ_s} of X verify if U; :=

OUTPUT: A matrix U € GL,.(S) satisfying UG, = {Is], where

[F gfl ggr_s]T has a left inverse using the Corollary
4.3.6.

IF none of these matrices U; has a left inverse
RETURN 0
IF the matrices Uj,,...,U;, have left inverse, compute
Syz(Uj, ) for 1 <k <t
IF Syz(U;,) #0forall 1 <k <t
RETURN 0
IF there exists U; is such that Syz(U;) =0
RETURN U :=U;.

Observacién 4.3.11. Para realizar el cilculo de las matrices U, V y R de los
numerales 11 y 12 de la seccién 4.1 se puede proceder de la siguiente manera:
usar sicigias para calcular U; = ker(.P); aplicar el algoritmo anterior para
calcular U, ya que Us corresponde a una base de Coim(.P) = DY*? /(D™™[))
el cual es un modulo con presentacién finita minimal:

0 — D™ 2 p» 5 Coim(.P) — 0.

Esto completa el calculo de U segtin (3.3.2). Lo mismo se tiene para V. Segin
los teoremas 3.3.4 v 3.4.3, para obtener las matrices Wi, Wy v R calculamos
U~1, pero como A es noetheriano, basta calcular la inversa a izquierda de U
mediante el algoritmo del corolario 4.3.6.
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F. Para realizar los cdlculos 1, 4, 5 y 10 de la seccién 4.1 es necesario disponer

de procedimientos que permitan calcular Homp(M, M'), M*, Exth (M, M'),

Exth(MT, D) yt(M). En [6] se han usado las librerfas OREMODULES, MORPHISMS,
QUOTIENT, implementadas en MAPLE en [5]), para realizar algunos de los célculos

anteriores, asumiendo que D es una &lgebra de Ore sujeta a ciertas res-

tricciones. Por ejemplo, si D es un anillo conmutativo, entonces Homp (M, M’)

es un D-mé6dulo y en [6] se ha disenado un algoritmo para calcular un con-

junto de generadores de Homp (M, M'), asi como las matrices Py @) de (3.1.1).

En los ejemplos que presentaremos en la tiltima secciéon de la monografia, los

cuales han sido tomados de [6], los autores en [6] usaron las librerfas anteriores

para realizar todas las cuentas.

Observacién 4.3.12. Para el caso general en que D sea una extensiéon PBW
torcida, en [21] también se han construido procedimientos y algoritmos que
permiten realizar todos calculos senalados arriba, pero su implementacién en
MAPLE atn no se ha completado.

4.4 Implementacion

En esta seccién presentamos la libreria SPBWE.1ib implementada para MAPLE en [8],
la cual permite trabajar computacionalmente con las extensiones PBW torcidas, en
particular, permite hacer efectivos los calculos, procedimientos y algoritmos de las
secciones anteriores. SPBWE.1ib consta de los siguientes paquetes:

RingTools, SPBWETools, SPBWEGrobner y SPBWERings.

RingTools: define la estructura del anillo R de coeficientes de una extension
PBW torcida A.

SPBWETools: esta es una coleccion de funciones inherentes a las extensiones
las cuales permiten definir la estructura misma de A. Estas funciones son en
general muy ttiles para trabajar en anillos no conmutatiovs de tipo polinomial.

SPBWEGrobner: esta es una coleccion de funciones cuya principal rutina es el
algoritmo de Buchberger para calcular las bases de Grobner.

SPBWERings: este paquete consta de ejemplos concretos predefinidos de exten-
siones PBW torcidas dentro de la libreria.

A continuacién presentamos algunos ejemplos de célculos con SPBWE.lib in-

cluyendo en cada caso la instruccion correspondiente.

Ejemplo 4.4.1. Implementaiéon de las extensiones. Una extension PBW tor-
cida A :=o(R)(xy...,z,) se define con la siguiente instruccién y parametros:
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SetSkewPBWExtension(L,Ly,Ls,L,,C)

L, := lista de las variables x1,...,x,, con x1 > -+ > x,.

Lo := lista de las relaciones entre las variables z;, 1 <17 < n.
Ls := lista de los automorfismos o;, 1 < i < n.

L, := lista de las o-derivaciones, ¢;, 1 <17 < n.

C := anillo R de coeficientes.

El pardametro C' puede ser omitido cuando el anillo de coeficientes es un subanillo
del cuerpo de fracciones C(ty,...,t,), donde t; & {xq1,...,2,}, 1 < i < m. Més
exactamente, el anillo C' por defecto puede ser alguno de los siguientes anillos:

S, Slt1,. .y tm], S(t1,...,tm), donde S € {Z,Q,R,C}. (4.4.1)

Veamos un par de ejemplos.
(a) Consideremos el andlogo multiplicativo del dlgebra de Weyl Osz(Aj;), con

n =3 A1 =2, A3g =2y Ay = —1 (véase el ejemplo 1.3.6). O3();;) es una
extension PBW torcida de Q[zs]. En efecto, A := O3()\j;) = o(Q[z3])(z1, z2) estd
sujeta a la relacién (rel): wowy = —x129, y en este caso las 0;’s y J;’s satisfacen

0'1([)33) = %Ig, O'Q([L'3) = %ZL‘g, (51 = (52 = O

La implementacién es entonces
A := SetSkewPBWExtension( [z, z2] ,rel, [o1,02], [0,0])

(b) Veamos ahora el algebra de difusion A = o(Q[z1, x9, x3))(D1, D2, D3), con
relaciones (rels):

DoDy =D1 Dy + 29Dy — w1 D,

D3Dy =D D3 + x3D1 — w1 D3,

D3D2 :D2D3 + ZL'3D2 — (L’QDg.
La implementacién de A es

A:=SetSkewPBWExtension([ Dy, Do, D3] ,rels, [id,id, :d], [0,0,0])
El paquete permite hacer la siguiente cuenta sencilla: sea
Z1 = ZL’l.QnglDQ + $3D1D3 Yy 29 1= D%Dg,

entonces

Z1%9 = £C1£L'2D1D§’D32) + LUngD%Dg + 2.’E§D1D§D§ — 2x2x3D1D2D§’ — $21’§D1D2D§ + l’g.’bngDg
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Ejemplo 4.4.2. Algoritmo de la division.
DivisionAlgorithm(f, [fi,..., fn],order over A,skew PBW extension A)
Para el édlgebra de difusién A := o(Q[z1, x2])(D1, D) sujeta a la relacién (rel)
DyDy = 2D Dy + 22Dy — 21D,
consideremos como ejemplo ilustrativo
[ = 2123D3Dy + 2325 Ds, f1 := 1129D1 Do, fo := 25D, f3 := x1D>.
Mediante
DivisionAlgorithm(f, [f1, f2, f3],1lex, A)
el software produce
q1:=22D1, g2 :=0, g3 := 1122 y h = 0.
Por lo tanto,

f=afi+taf+afs

Ejemplo 4.4.3. Algoritmo de Buchberger.
BuchbergerAlgSkewPoly (L, ord, ORD, A)

L := lista de los generadores del submédulo.
ord := orden monomial sobre A.
ORD := orden sobre A™.

Para el andlogo multiplicativo del dlgebra de Weyl,
A= 05(2,1,3) = 0(Q)(ay, 22, x3),
definida por las relaciones
ToX1 = 2X1T9, T3XT1 = %1‘1273, T3To = 3TT3,
sea M := (f,,f5), con f, := 22x5e, + Tow3€9 y fo := 271 0573€] + To€y. Aplicamos
BuchbergerAlgSkewPoly([f, fs],gradlex,TOPREV, A)

y obtenemos la base de Grobner G = {g,, g,, g5}, donde

2,2 2 2
g, = T{T9€1 + Loz €9, g, = 21’11’21’361 + To€yg, gs = 481‘2&7362 — 9$1l‘2€2.
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Ejemplo 4.4.4. Célculo de sicigias. Sea {f,...,f.} un conjunto finito de vec-
tores no nulos de A9, la sintdxis para el cdlculo del médulo de sicigias es la si-
guiente:

SyzModule (M, ord, ORD, A),

donde M es una matriz cuyas filas son f,,..., f,. Con esta instruccion el software
arroja una matriz cuyas filas son los generadores del médulo de sicigias. Observemos
que si ¢ = 1, el algoritmo calcula el médulo de sicigias de un ideal izquierdo de A.

Veamos un ejemplo, consideremos el dlgebra de Witten A := o(Q)(x, y, z) sujeta
a las siguientes relaciones (véase [21], capitulo 2):

2x=x2—x, 2Yy=yz+2y yr=—uxy,

y calculemos Syz(fy, fa, f3), donde f1 = e+ (z +y)es, fo = z€3, f3 =ye1 + zes.
Sea M :=[f, f, f3]', aplicamos

SyzModule (M, gradlex, TOPREV, A)
y el paquete produce
Syz(f1, fa,f3) = (w1, us), con u; = Ljje; + Liges + Lizes para i = 1,2,
donde

L = —y2* +yz + 2y,

Ly = —xyz + 3?2 + 3y + 3y? — 22 4+ 52 — 4,
Lis =22 —52+4,

Loy = zyz +y°2 + xy — 27,

Loy = 2%y — 229 —y® + 22 +yz — x — 4y,
Los = —xz —yz+x +4y.

Ejemplo 4.4.5. Inversa a izquierda de una matriz.
La siguiente instrucciéon calcula la inversa a izquierda de una matriz M:

LeftInverseMatrix (M, ord, ORD, A).

Como ilustracién, sea A := o(K)(z,y), yr = —xy+ 1, y consideremos tres casos.
Caso (K := Q). Para la matriz

M =

N S~
< OO

la instruccion
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LeftInverseMatrix (M, gradlex, TOPREV, A)
produce como inversa a izquierda la matriz

—y 1 0 1
y+1 -1 0 —1

Caso (K := Q). Para las matrices

1 1 1
zy 1

zy O
1 r 2
Y zy? Y

la instruccién
LeftInverseMatrix (M ® gradlex, TOPREV, A)

con k = 1,2, produce las inversas a izquierda:

2 - —_—
left inverse of MW = [ ry =Y y+1 0 —azy+ 1} ’

—ry*+y+1 —y—1 0 zy—1
1

1,2 1. 1 1 1 1 1
z 2t — 7Y Yy 37 1T+ 3

left inverse of M® = [
1

Caso (K :=Z,). Para

1 T Y
‘; 52 Ox z41 0 0
(3) .— - 4 .— | _ _
MY 2 —ay 1 , MY x;; 1 Y
r+y 1 —y ey 1
2 1 x4y
las inversas son:
r (3 3 3 3
m§1) mgz) mgs) m§4)
left inverse of M® = [ mY) msY mi¥|
(3) (3) (3) (3)
|3 M3y Mgz Mgy
r (4 4 4 4 4
m§1) mgQ) m§3) m§4) m§5)
left inverse of M@ = mgi) mgé) m%) mgi) mgé)
(4) (4) (4) (4) (4)
Mgy Mgy Mgz Mgzgy Mgy

ixi—l—%x—l—}ly—kl —}ly —ix —}lx—% 0
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donde
mﬁ) =22yt ety oyt ety oyt Lyt oy,
my) =ay? + 9%+ + 7,
mg) _ scy4 +x2y2 —|—y4—|—my2 —|—y3 + 22 +y27
m{y =ay® +ay® + 17 + 2,
m(;i) =2t P et Sy e byttt L oyt 4y,
my =ay? + P tay+1,
m$y) =2yt +a%y? + 2’ +yt + 2Pyt
m$) =2y’ + % +y+ 1,
mg‘? =z,
miy =0,
miy) =1,
mi) =0,
y

m$Y) = zy® + 2y + v% + v,

m$y) = 2%y + 222 + 1 + v° + v,
4
m$y) = zy? + o2,

mi) =ay+a®+y+1,

m(lé):xy+x+y+1,

m$y = 2y® +ay +x+y,

m$y) =228 + 22t o+ 2y Pty i oyl

miy) = ay? + 2% + ay,

m(;i) :x2y+x2 +zy+1,

myy = +y,

(4) _
Mgy =T,

miy = 2%y + 2P+ +ay+a+y+ 1,

mby =% +ay+y+1,

mgi) =0,

mgé)::cy—i—y—f—l.

4.5 Ejemplos

En los ejemplos que presentaremos en esta tltima seccion, los cuales hemos tomado
de [6], los autores en [6] usaron para lo calculos las librerias OREMODULES, MORPHISMS,
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QUOTIENT, implementadas para MAPLE en [4] y [5].

Ejemplo 4.5.1. En este primer ejemplo verificaremos si el sistema del ejemplo 2.2.4
es controlable y parametrizable. Por la parte (iv) del teorema 2.3.2 tenemos que
(2.2.9) es controlable si, y sélo si, el D-médulo M = D' /(D3 R) es sin torsién,
con R definido por (2.2.10). Por la parte (ii) del teorema 2.3.3 esto es equivalente a
Exth(N,D) =0, donde N = DY3/(D™4RT). Con el fin de calcular el D-médulo
Eztl(N, D), notemos que una resolucién libre de N esté dada por

0 D2 pra B pa Ly g, (4.5.1)

donde QT es tal que ker(.RT) = DQ”. El célculo de ker(.RT) ha sido realizado en
[6] mediante las librerias senaladas antes y se encontré que:

QT = (W?kady, w?d + wa,w?d* + w?ad, 0 + (2w + a)9* + (W? + 2aCw)0 + aw?).
Tenemos entonces el complejo
0— DY3 & pixd 2 p g, (4.5.2)

de donde

Exth (N, D) = ker(.Q)/(DY*R).
En [6] se ha calculado ker(.Q)), es decir, se ha calculado el médulo L de sicigias del
médulo DY4Q generado por las filas de Q:

0+a —kady, 0 0
L=1| 0 w0+ 2w —w?| € D¥,
0 o) -1 0

Por lo tanto, Ext'(N, D) = (DY3L)/(D"?R). Para verificar si se tiene la igualdad
Ext}, (N, D) = 0 se puede aplicar el algoritmo QUOTIENT(L, R) de [4] y encontrar que
(D¥3L)/(D™3R) = 0. Otra forma es probar que D***L = D3R mediante bases
de Grobner y el problema de membresia, mostrando que cada fila de L pertenece al
D-modulo generado por las filas de R (véase el literal A de la seccién 4.3). Hemos
demostrado que el sistema (2.2.9) es controlable, y asi, de la prueba del corolario
2.3.5 obtenemos que una parametrizacion para este sistema esta dada por Q).

Ejemplo 4.5.2. Consideremos dos sistemas de ecuaciones diferenciales parciales los
cuales surgen en la teoria de la elasticidad: el operador de Killing y el operador de
Spencer del operador de Killing (véase [6] y [29]):

'8121 =0,
nE =0, Osz1 — 29 = 0,
1 0129 = 0,
5(3251 + &) =0, v Dyzs + 29 = 0,
Op&p = 0, Oyz3 = 0,

[ Oaze = 0.
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Sea D = Qlxy,x9][01;1d, %][(%;id, 6%2] el anillo de operadores diferenciales con

coeficientes en Q[z1, z2]. Las matrices asociadas a estos dos SLF son:

8 0 & 9 0 0 0 0]"
R= |13 1o eD¥ R=10 -1 8 1 0 8| €D,
0 O 0 0 0 & & 0

a las cuales asociamos los correspondientes D-moédulos finitamente presentados M :=
D2 /(DY3R)y M’ := D"3/(D'CR). El algoritmo 2.1 de [6] permite calcular las
matrices
200000
P:{(l)gﬂ, Q=101 010 0],
000020
las cuales satisfacen la relacién (3.1.1), por lo tanto, definen un homomorfismo
f: M — M dado por f(&) = z1 y f(&) = z3. Segun vimos en la observacién
4.3.4, la matriz S de la proposiciéon 3.1.2 es calculable con las herramientas com-

putacionales que hemos presentado, y también con las herramientas particulares de
[6] implementadas para &dlgebras de Ore. Asi, en [6] se muestra que

o_ [0 0 3 0]"
1o, 000 & -

Segun el teorema 3.2.4, f es inyectivo si, y sélo si, existe una matriz I’ tal que
S = F'R, pero segun la observacién 4.3.2 esto se resuelve mediante el procedimiento
de membresia. En [6] se calcul6

0 2 0
1 0 o

F=10 29, o,
0 0 1

Ademds, que f sea un epimorfismo, es equivalente a que la matriz [PT R'T|T admita
inversa a izquierda, y esa inversa es (véase [6] o también el ejemplo 4.4.5):

10 00O0O0O00O0
0O -0 000100
0O 1 00O0O0O0O

Lo anterior muestra que f es un D-isomorfismo, por lo tanto, M = M’.
Ejemplo 4.5.3. Consideremos el algebra de Weyl D := A;(Q), la matriz

a -t t 0
|0 to—-t O —1 Ax4
R := 9 —t O+t 0-1 e D%, (4.5.3)

0 00—t t 0
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y el D-médulo izquierdo finitamente presentado M := D'*/(D'R). Aplicando
nuevamente el algoritmo 2.1 de [6] obtenemos un endomorfismo f de M definido por
medio de las matrices

100 0 t+1 1 -1  —t
0100 1 1 -1 0

P=10 0 0 ol Q:t+11—1 —t | (4.5.4)
0000 t 1 —1 —t4+1

con RP = QR. Calculamos bases para ker(.P),Coim(.P),ker(.Q) y Coim(.Q)

(véase la observacién 4.3.11):

0010 10 -1 0
“=k001y %_blt—l%}
1000 00 1 0
%:hlooy %_b0—1J'

Para la forma triangular en bloques del teorema 3.3.4 se calcula U~! y se obtiene

—0 1 0 0
to—t —0—t 0 0
o+t 0—-1 0 —t
—0 1 0 0

R=VRU'=

Ejemplo 4.5.4. Consideremos nuevamente el dlgebra de Weyl D = A;(Q) y
M = DY /(D™ R) definido en el ejemplo 4.5.3, con R como en (4.5.3). Sea
f el endomorfismo de M inducido por la pareja de matrices (P, () dadas en (4.5.4).
Podemos verificar que P2 = P, luego por el lema 3.4.1, f2 = f, es decir, f es un
idempotente no trivial de Endp(M). Para las matrices del teorema 3.5.3 se encontré
en [6] que

o —t 00 10 ¢t 0 0000
0 9 00 1t 0 —1 0000
5= 0 0 1 0f” L= 1 0 0+t 0—-1}|° X = 0010
0 0 01 11 ¢ 0 00 01

Puesto que ker(.S) = 0, entonces Sy = 0. El teorema 3.5.3 garantiza que Rn = 0
es equivalente a la integracién de los sistemas S = 0 y LT = 0. Con respecto al
primero un calculo directo muestra que

1
C12501t2+027 CQZOh QSZO, C4:O7
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donde C; y Cs son constantes arbitrarias del cuerpo K. Para LT = 0 se tiene

7'1:0, 7'1:0, 7'1:0,
7-2:07 7—2:07 7—2:07
S5 & . :
t’i’g + 87'4 = 0, 0 T3 + t7'3 = 0, Tg(t) = CgAl(t) -+ C4B1(t),
87’3 — Ty = 0. Ty = 87'3. 7'4(t) = C38Al(t) + C48B1(t)7

donde Ai(t) y Bi(t) denotan las dos soluciones independientes de la ecuacién 9?y(t) —
ty(t) = 0, mientras que C5 y Cy son constantes. Por consiguiente, la solucién general
de Rn = 0 esta dada por
1C18% + Oy
C1
C3Ai(t) + C4Bi(t) |’
C30Ai(t) + C,0Bi(t)

donde C1, Cs, C3 y Cy son constantes arbitrarias de K.

n=C+Xr= (4.5.5)

Concluimos con algunos problemas que surgen de los temas estudiados y de los
resultados presentados en esta monografia.

Problema 4.5.5. (i) La mayoria de los resultados de los capitulos 2 y 3 se probaron
para dominios noetherianos a izquierda, y algunos, asumiendo adicionalmente la
condicién de Noether a derecha (véase el teorema 2.3.3 y el corolario 2.3.5). Asi, los
resultados pueden ser aplicados a SLF' sobre extensiones PBW torcidas biyectivas
con coeficientes en dominios noetherianos a izquierda (derecha), véase [21]. Resulta
entonces interesante descubrir nuevos ejemplos concretos de SLF sobre extensiones
PBW torcidas en areas como fisica, biologia, informética, ingenieria, etc. y, para
estos sistemas, aplicar las propiedades estudiadas a lo largo de la monografia.

(ii) Dada una extensién PBW torcida es una tarea util y desafiante calcular un
cogenerador inyectivo para su categoria de médulos (véase la observacién 2.1.10 y
el teorema 2.3.2).

(iii) Implementar en MAPLE los procedimientos y algoritmos senialado en la ob-
servacion 4.3.12.

(iv) Mediante técnicas algebraicas constructivas similares a las que se presentaron
en los capitulos 2 y 3, estudiar sistemas no lineales de ecuaciones diferenciales. Por
ejemplo, en [1], parte II, capitulo 4, se estudia la observabilidad de sistemas no
lineales de ecuaciones diferenciales con retardo en tiempo discreto y se muestran
aplicaciones de los resultados al anélisis de modelos biolégicos. Los criterios alge-
braicos presentados en [1] para decidir si un sistema es observable tienen la ventaja
de evitar los calculos clasicos directos, los cuales son complicados y tediosos al tener
que manipular ecuaciones de entrada-salida. Las técnicas algebraicas en [1] son sen-
cillas y se reducen a calcular el rango del Jacobiano de un sistema de ecuaciones
algebraicas sobre una extensién de Ore.
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